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الأعداد الطبيعية 
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تمهيد 


إن الرياضيات موضوع نتعرض له جميعًا في حياتنا اليومية» لكنه موضوع يهابه الكثيرون منا. وفي هذا الكتاب 
الث مجع بين السيؤلة والايكات خط الرواضداف مواصسه مقاكيم محردةن الاسطلااهات الرياضية لل علن 
الكم» و العدد يدل على كمية المعدود و المقدار قابل للزيادة أو النقصان و عندما نستطيع قياس المقدار نطلق عليه 
انم القع لذلف طرف يعتكن العلماء الزواكيات يانه كلم القبانن تئر الرواضوات له العاوى إك أن هذه الطاو لا 
تكتمل إلا عندما نحول نتائجها إلى معادلات و نحول ثوابتها إلى خطوط بيانية. تعرف الرياضيات بأنها دراسة 
القياس و الحساب والهندسة. هذا بالإضافة إلى المفاهيم الحديثة نسبيا و منها البنية» الفضاء أو الفراغ؛ و التغير و 
الأبعاد. و بشكل عام قد يعرفها البعض على أنها دراسة البنى المجردة باستخدام المنطق و البراهين الرياضية و 
التدوين الرياضي. و بشكل أكثر عمومية» قد تعرف الرياضيات أيضا على أنها دراسة الأعداد و أنماطها. و لقد 
نشأت الرياضيات بقيام الإنسان بقياس ما يشاهده من ظواهر الطبيعة بناء على فطرة و خاصية في الإنسان ألا و 
هي اهتمامه بقياس كل ما حوله إلى جانب احتياجاته العملية فهكذا كان هناك ضرورة لقياس قسمة المقوتة 
والطعام) نيك أقزناد :العاظة و قيانن لوقتو الفصول:ى التماصيل الؤزاعية تيم الآر اي .غنات اضرلا 
الحربية و المحاسبة للتمكن من الإتجار إلى جانب علم الملاحة بالنجوم في السفر و الترحال للتجارة و الاستكشاف 
و القياسات اللازمة لتشييد الأبنية و المدن. و هكذا فإن البنى الرياضية التي يدرسها الرياضيون غالبا ما يعود 
أصلها إلى العلوم الطبيعية» و خاصة علم الطبيعة» ولكن الرياضيين يقومون بتعريف و دراسة بنى أخرى 
لأغراض رياضية بحتة» لأن هذه البنى قد توفر تعميما لحقول أخرى من الرياضيات مثلاء أو أن تكون عاملا 
مساعدا في حسابات معينة» و أخيرا فإن الرياضيين قد يدرسون حقولا معينة من الرياضيات لتحمسهم لهاء 
معتبرين أن الرياضيات هي فن و ليس علما تطبيقيا. فللرياضيات دور بارز في علوم المادة (أي الفيزياء و 
الكيمياء) و علم الأحياء (البيولوجيا)» فضلا عن دوره المتميز في العلوم الإنسانية والتكنلوجية والهندسية. 

ويتضمن هذا الكتاب عشرة فصول حيث يبين هذا الكتاب تطبيق الرياضيات في ايجاد مركز الثقل وعزم القصور 
الذاتى اللذين همامن اهم المواضيع التي يمكن الاغتناء بها بصورة دقيقة في تطبيقات الهندسة. اتمتى هذا الكتاب 
ان يكون احد المراجع الاساسية لطلبة كليات الهندسة والمعاهد واتمنى من الله العلي ان يكون قد وفقني في اخراج 
هذا الكتاب.. 
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1. مقدمة في الرياضيات الرياضيات 


الرياضيات علم الدراسة المنطقية لكم الأشياء وكيفها وترابطها » كما أنه علم الدراسة المجردة البحتة التسلسلية 

للقضايا والأنظمة الرياضية . وهي واحدة من أكثر أقسام المعرفة الإنسانية فائدة وإ ثارة . ويعزى سبب صعوبة 

تعريف كلمة رياضيات إلى المواضيع العديدة التي تشملها . وتشمل الرياضيات الأساسية التي تدرس بالمدارس » 

دراسة الأعداد والكميات والصيغ والعلاقات . فعلى سبيل المثال » يدرس الحساب مسائل تتعلق بالأعداد » 

ويتضمن الجبر حل معادلات ( وهي صيغ رياضية تقوم على المساواة ) تمثل الأحرف فيها كميات مجهولة . بينما 
تدرس الهندسة خواص وعلاقات الأشكال في الفضاء . 

أما الحوسبة فهي حل مسائل رياضية تتضمن إجراء العديد من العمليات العددية . والحاسوب أداة رياضية تقوم 

بالعمليات الحسابية بسرعة عالدة . ويستخدم علماء الرياضيات الحاسوب لإجراء العمليات الحسابية المعقدة خلال 

دقائق قليلة » والتي قد يتطلب إجراؤها آلاف السنين باستخدام القلم والورقة . 

وتتطلب الرياضيات مهارات أهمها : التحليل الدقيق ٠‏ والتعلدل الواضح ٠‏ وتساعد تلك المهارات الناس على حل 
بعض الألغاز الصعبة التي تواجههم . 

وتبنى الرياضيات على المنطق » فانطلاقا بفرضيات قبلت على نطاق واسع » استخدم علماء الرياضيات المنطق 
لاستخراج النتائج وتطوير نظم رياضية متكاملة . 


1 - 1. أهمية الرياضيات 

يمكن تقسيم الرياضيات إلى رياضيات بحتة ورياضيات تطبيقية . 

وتهتم الرياضيات البحتة بتطوير المعرفة الرياضية لذاتها دون اعتبار لتطبيق حالى عاجل » فمثلا » قد يبتدع أحد 

علماء الرياضيات عالما خيالدا لكل شيء فيه أبعاد أخرى غير الطول والعرض والارتفاع . وتهتم الرياضيات 
التطبيقية بتطوير أسالدب رياضية لتستخدم في العلوم والمجالات الأخرى . 

والحدود بين الرياضيات البحتة والتطبيقية ليست دائما واضحة . فغالبا ما تجد تطبيقات عملية لأفكار طورت في 
الرياضيات البحتة » وكثيرا ما تقود أفكار في الرياضيات التطبيقية إلى أبحاث في الرياضيات البحتة . 

ويتأثر كل جزء من حياتنا تقريبا بالرياضيات . ولعبت الرياضيات دورا أساسيا في تطور التقنية الحديثة 

كالأدوات ٠‏ والتقنيات ٠‏ والمواد » ومصادر الطاقة التي جعلت حياتنا وعملنا أكثر يسرا 


في الحياة الدومية . تتدخل الرياضيات في تفاصيل حياتنا الدومية البسيطة منها والمعقدة . ففي الأمور البسيطة 
نتعرف على الوقت ٠‏ وباقي نقودنا بعد شراء شيء ما ء وفي الأمور المعقدة كتنظيم ميزانية البيت أو تسوية دفتر 
الشيكات . وتستخدم الحسابات الرياضية في الطبخ والقيادة والبستنة » والخياطة » ونشاطات عامة عديدة أخرى . 
وتؤدي الرياضيات كذلك دورا في العديد من الهوايات والألعاب الرياضية . 
في العلوم . للرياضيات دور هام في جميع الدراسات العلمية تقريبا إذ تساعد العلماء على تصميم تجاربهم وتحليل 
بياناتهم . ويستخدم العلماء الصيغ الرياضية لتوضيح ابتكاراتهم بدقة » ووضع التنبؤات المستندة إلى ابتكاراتهم . 
وتعتمد العلوم الفيزيائية » كغيرها من العلوم مثل الفلك ٠‏ والكيمياء إلى حد كبير على الرياضيات . كما تعتمد 
العلوم الإنسانية كالاقتصاد » وعلم النفس ٠‏ وعلم الاجتماع بقدر كبير على الإحصاء وأنواع أخرى في 
الرياضيات . فمثلا » يستخدم الاقتصادي الحاسوب لتصميم رياضي للأنظمة الاقتصادية . وتستخدم نماذج 
الحاسوب هذه مجموعة من الصيغ لمعرفة مدى التأثير الذي قد يحدثه تغير في جزء من الاقتصاد على الأجزاء 
الأخرى . 
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في الصناعة . تساعد الرياضيات الصناعة في التصميم ٠»‏ والتطوير ٠»‏ واختبار جودة الإنتاج والعمليات 
التصنيعية . فالرياضيات ضرورية لتصميم الجسور » والمباني » والسدود والطرق السريعة » والأنفاق » والعديد 
من المشاريع المعمارية والهندسية الأخرى . 
في التجارة . تستخدم الرياضيات في المعاملات المتعلقة بالبيع والشراء . وتكمن حاجة الأعمال التجارية الى 
الرياضيات في حفظ سجلات المعاملات كمستويات الأسهم » وساعات عمل الموظفين ورواتبهم . ويستخدم 
المتعاملون مع البنوك الرياضيات لمعالجة واستثمار سيولتهم النقدية . وتساعد الرياضيات كذلك شركات التأمين 
في حساب نسبة المخاطرة وحساب الرسوم اللازمة لتغطية التأمين . 


1[ - 2. فروع الرياضيات 

للرياضيات فروع عديدة . وقد تختلف هذه الفروع في نوعية مسائلها والتطبيقات العملية لنتائجها . وعلى أية 
حال ٠‏ فغالبا مايشترك علماء الرياضيات العاملون في شتى الفروع في استخدام نفس المفاهيم والعمليات 
الأساسية  ٠.‏ ويناق* هذا البند بعضص الأنواعح الأساسية في الرياضيات 


الحساب 

يشمل دراسة الأعداد الصحيحة والكسور والأعداد العشرية وعمليات الجمع والطرح والضرب والقسمة . وهو 

بمثابة الأساس لأنواع الرياضيات الأخرى حيث يقدم المهارات الأساسية مثل العد وتجميع الأشياء والقياس 
ومقارنة الكميات . انظر: جمع الأعداد ؛ الحساب » علم ؛ القسمة ؛ الضرب ؛ الطرح . 

الجبر 

خلافا للحساب » فالجبر لا يقتصر على دراسة أعداد معينة » إذ يشمل حل معادلات تحوي أحرفا مثل س وص » 

تمثل كميات مجهولة . كذلك يستخدم في العمليات الجبرية الأعداد السالبة والأعداد الخيالدة ( الجذور التربيعية 

للأعداد السالبة ) . انظر: الجبر ؛ الجذر التربيعي . 

الهندسة 

تدرس الهندسة خواص وعلاقات الأشكال في الفضاء . وتدرس الهندسة المستوية المربعات والدوائر والأشكال 
الأخرى في المستوى » وتعنى الهندسة الفراغية بدراسة الأشكال ذات الأبعاد الثلاثئة مثل المكعب والكرة . 

وفي حوالى 300 ق . م » وضع عالم الرياضيات الإغريقي إقليدس » تعاريف وفرضيات نظام للهندسة يصف 

العالم كما نعيشه . وفيما بعد طور علماء الرياضيات نظما بديلة للهندسة رفضت فرضية إقليدس المتعلقة 

بالمستقيمات المتوازية . وقد أثبتت هذه الهندسات المخالفة لفرضية إقليدس ( الهندسة اللاإقليدية ) فائدتها على 
سبيل المثال في النظرية النسبية التي تعد واحدة من الإنجازات القيمة للتفكير العلمي . 

الهندسة التحليلية وحساب المثلثات 

تربط الهندسة التحليلية بين الجبر والهندسة » فهي تعطي تمثيلا لمعادلة جبرية بخط مستقيم أو منحن . وتجعل من 

الممكن التعبير عن منحنيات عدة بمعادلات جبرية » ومثال على ذلك : فإن المعادلة ( س - ص 2) تصف منحنى 

يسمى القطع المكافئ . ويستخدم الفلكيون والبحارة والمساحون حساب المثلثات بشكل كبير لحساب الزوايا 

والمسافات في حالة تعذر القياس بطريقة مباشرة . ويبحث حساب المثلثات في العلاقة بين أضلاع وزوايا المثلث » 

وعلى الأخص المثلث قائم الزاوية ( مثلث إحدى زواياه 90 ؟ ) . وتسمى العلاقات بين أطوال ضلعين في مثلث 

قائم الزاوية بالنسب المثلثية . وباستخدام هذه النسب يمكن حساب الزوايا وأطوال أضلاع المثلث غير المعلومة من 

الزوايا والأطوال الأخرى المعلومة . وتصف المعادلات المتضمنة لنسب مثلثية المنحنيات التي يستخدمها 
الفيزيائيون والمهندسون لتحليل خواص الحرارة والضوء والصوت والظواهر الطبيعية الأخرى . 
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حساب التفاضل والتكامل والتحليل 

له تطبيقات عدة في الهندسة والفيزياء والعلوم الأخرى . ويمدنا حساب التفاضل والتكامل بطرائق لحل عديد من 

المسائل المتعلقة بالحركة أو الكميات المتغيرة . ويبحث حساب التفاضل في تحديد معدل تغير الكمية . ويستخدم 

لحساب ميل المنحنى والتغير في سرعة الطلقة . أما حساب التكامل فهو محاولة إيجاد الكمية بمعلومية معدل 

تغيرها » ويستخدم لحساب المساحة تحت منحنى ومقدار الشغل الناتج عن تأثير قوة متغيرة . وخلافا للجبر » فإن 

حساب التفاضل والتكامل يتضمن عمليات مع كميات متناهية الصغر ( كميات صغيرة ليست صفرا ولكنها أصغر 

من أي كمية معطاة ) . انظر: حساب التفاضل والتكامل . ويتضمن التحليل عمليات رياضية متعددة تشمل اللانهاية 

والكميات المتناهية الصغر . ويدرس التحليل المتسلسلات اللانهائية وهي مجاميع غير منتهية لمتتابعات عددية أو 

صيغ جبرية . ولمفهوم المتسلسلات اللانهائية تطبيقات مهمة في مجالات عدة مثل دراسة الحرارة واهتزازات 

الأوتار. 

الاحتمالات والاحصاء 

الاحتمالات دراسة رياضية لمدى احتمال وقوع حدث ما . ويستخدم لتحديد فرص إمكانية وقوع حادث غير مؤكد 
الحدوث . فمثلا » باستخدام الاحتمالات يمكن حساب فرص ظهور وجه القطعة في ثلاث رميات لقطع نقدية . 

الإحصاء 

فهو ذلك الفرع من الرياضيات الذي يهتم بجمع البيانات وتحليلها لمعرفة الأنماط والاتجاهات العامة . ويعتمد 

الإحصاء إلى حد كبير على الاحتمالات . وتزود الطرق الإحصائية الحكومات » والتجارة » والعلوم بالمعلومات . 
فمثلا » يستخدم الفيزيائيون الإحصاء لدراسة سلوك العديد من الجزيئيات في عينة من الغاز . 


1 - 3. نظرية المجموعات والمنطق 

تبحث نظرية المجموعات في صفات وعلاقات المجموعات . والمجموعة هي تجمع من الأشياء » قد تكون 
أعدادا » أو أفكارا أو أشياء أخرى . وتكمن أهمية دراسة المجموعات في التحقق من المفاهيم الرياضية الأساسية. 
أما في مجال المنطق وهو ذلك الفرع من الفلسفة التي تتعامل مع قواعد التعلدل الصحيح . فقد طور علماء 
الرياضيات المنطق الرمزي . وهو نظام اصطلاحي للتعلدل يستخدم الرموز والطرق الرياضية . وقد استنبط 
علماء الرياضيات نظما عديدة للمنطق الرمزي » كانت لها أهميتها في تطور الحاسوب . 


1 - 4 . نبذة تاريخية 

الحضارة القديمة . من المحتمل أن أناس ما قبل التاريخ بدأوا العد أولا على أصابعهم . وكان لديهم أيضا طرائق 
متنوعة لتدوين كميات وأعداد حيواناتهم أو عدد الأيام بدءا باكتمال القمر . واستخدموا الحصى والعقد الحبلية 
والعلامات الخشبية والعظام لتمثيل الأعداد . وتعلموا استخدام أشكال منتظمة عند صناعتهم للأواني الفخارية أو 
رؤوس السهام المنقوشة . واستخدم الرياضيون في مصر القديمة قبل حوالى 3000 عام ق . م . النظام العشري 
( وهو نظام العد العشري ) دون قيم للمنزلة . وكان المصريون القدماء روادا في الهندسة » وطوروا صيغا لإيجاد 
المساحات وحجوم بعض المجسمات البسيطة . ولرياضيات المصريين تطبيقات عديدة تتراوح بين مسح الأرض 
بعد الفيضان السنوي إلى الحسابات المعقدة والضرورية لبناء الأهرامات . وقد طور البابليون القدماء في 2100 
ق . م النظام الستيني المبني على أساس العدد 60 . ولا يزال هذا النظام مستخدما حتى يومنا هذا لمعرفة الوقت » 
بالساعات والدقائق والثواني . ولا يعرف المؤرخون بالضبط كيف طور البابليون هذا النظام » ويعتقدون أنه 
حصيلة استخدام العدد 60 كأساس لمعرفة الوزن وقياسات أخرى . وللنظام الستيني استخدامات هامة في الفلك 
لسهولة تقسيم العدد 60 وتفوق البابليون على المصريين في الجبر والهندسة . 
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1 - 4 -1. تواريخ مهمة في الرياضيات 

0 [ق . م استخدم قدماء المصريين النظام العشري . وطوروا كذلك الهندسة وتقنيات مساحة الأ راضي . 
0 ق . م عرف إيودكسس الكندوسي طريقة الاستنفاد » التي مهدت لحساب التكامل . 

0 ق .م أنشأ إقليدس نظاما هندسيا مستخدما الاستنتاج المنطقي . 

7 م ظهرت الأرقام والصفر المرسوم على هيئة نقطة في مؤلفات عربية قبل أن تظهر في الكتب الهندية . 
0م أطلق العرب على علم الجبر هذا الاسم لأول مرة . 

5ه استخدم الخوارزمي مصطلح الأصم لأول مرة للإشارة للعدد الذي لا جذر له . 

8م وضع الرياضيون العرب أولى لبنات الهندسة التحليلية بالاستعانة بالهندسة في حل المعادلات الجبرية . 
2م استعمل البتاني الجيب بدلا من وتر ضعف القوس في قياس الزوايا لأول مرة . 

9م استغل الرياضيون العرب الهندسة المستوية والمجسمة في بحوث الضوء لأول مرة في التاريخ . 
2 مترجم أديلارد من باث من العربية الأجزاء الخمسة عشر من كتاب العناصر لأقليدس » ونتيجة لذلك 
أضحت أعمال أقليدس معروفة جيدا في أوروبا . 

منتصف القرن الثاني عشر الميلادي . أدخل نظام الأعداد الهندية العربية إلى أوروبا نتيجة لترجمة كتاب 
الخوارزمي في الحساب . 

2م لفت نصير الدين الطوسي الانتباه لأول مرة لأخطاء أقليدس في المتوازيات . 

7م اخترع غياث الدين الكاشي الكسور العشرية . 

5 م وضع القلصادي أبو الحسن القرشي لأول مرة رموزا لعلم الجبر بدلا عن الكلمات . 

4م استخدم عالم الرياضيات الهولندي فاندر هوكي اشارتي الجمع (+ ) والطرح ( -) لأول مرة في الصيغ 
الجبرية . 

3م أسس عالم الرياضيات الألماني ريجيومونتانوس ٠‏ حساب المثلثات كفرع مستقل عن الفلك . 

2م ألف جيرولامو كاردانو أول كتاب في الرياضيات الحديثة . 

7م أدخل روبرت ركورد إشارة المساواة (-) في الرياضيات معتقدا أنه لا يوجد شيء يمكن أن يكون أكثر 
مساواة من زوج من الخطوط المتوازية . 

7م نشر رينيه ديكارت اكتشافه في الهندسة التحليلية » مقررا أن الرياضيات هي النموذج الأمثل للتعليل . 
منتصف العقد التاسع للقرن السابع عشرالميلادي . نشر كل من السير إسحق نيوتن وجوتفريد ولهلم ليبنتز بصورة 
مستقلة اكتشافاتهما في حساب التفاضل والتكامل . 

7م قام أبراهام شارب بحساب قيمة النسبة التقريبية حتى 72 منزلة عشرية . 

2 م وضع كريستين جولدباخ ما عرف بحدسية جولدباخ : وهو أن كل عدد زوجي هو مجموع عددين أوليين 
. ولا تزال هذه الجملة مفتوحة لعلماء الرياضيات لإثبات صحتها أو خطئها . 

3م أدخل جسبارت مونيي الهندسة الوصفية وقد كان حتى عام 1795 م يعمل في الاستخبارات العسكرية 
الفرنسية . 

بداية القرن التاسع عشر الميلادي . عمل علماء الرياضيات كارل فريدريك جوس ويانوس بولياي » نقولا 
لوباشيفسكي » وبشكل مستقل على تطوير هندسات ل إقليدية . 

بداية العقد الثالث من القرن التاسع عشر . بدأ تشارلز بباج في تطوير الآلات الحاسبة . 

2م أدخل جين بابتست فورييه تحليل فورييه . 

9 م أدخل إفاريست جالوا نظرية الزمر . 
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4م نشر جورج بولي نظامه في المنطق الرمزي . 

1م أدخل جوشياه ويلارد جبس تحليل المتجهات في ثلاثة أبعاد . 

أواخر القرن التاسع عشر الميلادي . طور جورج كانتور نظرية المجموعات والنظرية الرياضية للمالانهاية . 
8 م طور إرنست زيرميلو طريقة المسلمات لنظرية المجموعات مستخدما عبارتين غير معروفتين وسبع 
1913-0 م نشر ألفرد نورث وايتهيد وبرتراند رسل كتابهما مبادئ الرياضيات وجادلا فيه أن كل الفرضيات 
الرياضية يمكن استنباطها من عدد قليل من المسلمات . 

2م بدأ ل . ي . ج . برلور الحركة الحدسية في الرياضيات باعتبار الأعداد الطبيعية الأساس في البنية 
الرياضية التي يمكن إدراكها حدسيا . 

1م نشر إيمي نوذر طريقة المسلمات للجبر . 

بداية الثلاثينيات من القرن العشرين الميلادي . أثبت كورت جودل أن أي نظام من المسلمات يحوي جملا لا يمكن 
7م قدم ألان تورنج وصفا ل " آلة تورنج " وهي حاسوب الى تخيلي يمكن أن يقوم بحل جميع المسائل ذات 
الشيقة الخماية . 

مع نهاية الخمسينيات وعام 1960 م دخلت الرياضيات الحديثة إلى المدارس في عدة دول . 

4م طور روجر بنروز تبليطة مكونة من نوعين من المعينات غير متكررة الأنماط . واكتشف فيما بعد أن 
هذه التبليطات التي تدعي تبليطات بنروز تعكس بنية نوع جديد من المادة المتبلورة وشبه المتبلورة . 

سبعينيات القرن العشرين ظهورت الحواسيب المينية على أسس رياضنية ».واستخديت في التجارة والضتاعة 
والعلوم . 

0م بحث عدد من علماء الرياضيات المنحنيات الفراكتلية » وهي بنية يمكن استخدامها لتمثيل الظاهرة 
الهيولية . 


1 - 5. الإغريق والرومان 

يعد علماء الإغريق أول من اكتشف الرياضيات البحتة بمعزل عن المسائل العملية . أدخل الإغريق الاستنتاج 
المنطقي والبرهان » وأحرزوا بذلك تقدما مهما من أجل الوصول إلى بناء نظرية رياضية منظمة . وتقليديا يعد 
الفيلسوف طالس أول من استخدم الاستنتاج في البرهان » وانصب جل اهتمامه على الهندسة حوالى 600 ق . م . 
اكتشف الفيلسوف الإغريقي فيثاغورث , الذي عاش حوالى 550 ق . م . » طبيعة الأعداد » واعتقد أن كل شيء 
يمكن فهمه بلغة الأعداد الكلية أو نسبها . بيد أنه في حوالى العام 400 ق . م . اكتشف الإغريق الأعداد غير 
القياسية ( وهي الأعداد التي لا يمكن التعبير عنها كنسبة لعددين كليين ) » وأدركوا أن أفكار فيثاغورث لم تكن 
متكاملة . وفي حوالى 370 ق . م . صاغ الفلكي الإغريقي يودوكسوس أوف كنيدوس نظرية بالأعداد غير 
القياسية وطور طريقة الاستنفاد » وهي طريقة لتحديد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيات » مهدت لحساب 
التكامل . وفي حوالى 300 ق . م قام إقليدس أحد أبرز علماء الرياضيات الأغريق بتالدف كتاب العناصر »ء إذ أقام 
نظاما للهندسة مبنيا على التعاريف التجريدية والاستنتاج الرياضي . وخلال القرن الثالث قبل الميلاد عمم عالم 
الرياضيات الإغريقي أرخميدس طريقة الاستنفاد » مستخدما مضلعا من 96 ضلعا لتعريف الدائرة » حيث أوجد 
قيمة عالدة الدقة للنسبة التقريبية باي ( وهي النسبة بين محيط الدائرة وقطرها ) . وفي حوالى العام 150 ق . م . 
استخدم الفلكي الإغريقي بطليموس الهندسة وحساب المثلثات في الفلك لدراسة حركة الكواكب » وتم هذا في 
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أعماله المكونة من 13 جزءا . عرفت فيما بعد بالمجسطي أي الأعظم . وأظهر الرومان اهتماما ضئيلا 
بالرياضيات البحتة » غير أنهم استخدموا المبادئ الرياضية في مجالات كالتجارة والهندسة وشؤون الحرب . 


1 - 6. الرياضيات عند العرب 

قاد يعلماء الغرب المسلموح يترجية وخلظ اعمان قاس الإغريق يرن علفماء الرياضوات بالإضافة إلى ا[سوامائهة 
الميتقرة والفغالم الرياضيات العربي الكوار رمي كايا حوالى عاق 62110 825 ع4 وضنق فيه نكاد العد 
اللفظي المطور في الهند . وقد استخدم هذا النظام العشري قيما للمنزلة وكذلك الصفر » وأصبح معروفا بالنظام 
العددي الهندي العربي كما ألف الخوارزمي كذلك كتابا قيما في الجبر بعنوان كتاب الجبر والمقابلة » وأخذت 
الكلمة الإنجليزية من عنوان هذا الكتاب . 

وفي منتصف القرن الثاني عشر الميلادي أدخل النظام العددي الهندي العربي إلى أوروبا نتيجة ترجمة كتاب 
الخوارزمي في الحساب إلى اللاتينية . ونشر الرياضي الإيطالى ليوناردو فيبوناتشي عام 1202 م كتابا في الجبر 

عزز من مكانة هذا النظام . وحل هذا النظام تدريجيا محل الأعداد الرومانية في أوروبا . 
وقدم فلكيو العرب في القرن الرابع الهجري » العاشر الميلادي إسهامات رئيسية في حساب المثلثات . واستخدم 
الفيزيائي العربي المسلم الحسن بن الهيثم أبو على خلال القرن الحادي عشر للميلاد الهندسة في دراسة الضوء . 
وفي بداية القرن الثاني عشر الميلادي ألف الشاعر والفلكي الفارسي عمر الخيام كتابا هاما في الجبر . ووضع 
عالم الرياطتيات الفارسي تنصير الدين الطوسي في القن الثالك عدن الميلادي وجا رياضيا إبداعيا يبتخدم 
في الفلك . 


1 - 7. عصر النهضة الأوروبية 

بدأ المكتشفون الأوروبيون في القرنين الخامس عشر والسادس عشر البحث عن خطوط تجارية جديدة لما وراء 
البحار مما أدى إلى تطبيق الرياضيات في التجارة والملاحة » ولعبت الرياضيات كذلك دورا في الإبداع الفني » 
فطيق فتانو حصن النهضة مادئ اليندينة وابتدعوا نظام الرسم المتظلوري الخظى الذي أضفى الخداع قي العمق 
والمسافة على لوحاتهم الفنية » وكان لاختراع الطباعة الالدة في منتصف القرن الرابع عشر الميلادي أثر كبير في 
سرعة انتشار وإيصال المعلومات الرياضية . وواكب عصر النهضة الأوروبية كذلك تطور رئيسي في 
الرياضيات البحتة . ففي عام 1533 م نشر عالم رياضيات ألماني اسمه ريجيومانتانوس كتابا حقق فيه استقلالدة 
الهندسة كمجال منفصل عن الفلك . وحقق عالم الرياضيات الفرنسي فرانسوا فييت تقدما في الجبر » وظهر هذا 
في كتابه الذي نشر عام 1591 م . 


1- 8. الرياضيات والثورة العلمية 

في تقدم المعرفة » ففي العام 1543 م ألف الفلكي الدولوني نيكولاس كوبرنيكوس كتابا قيما في الفلك بين فيه أن 

الشمس وليست الأرض هي مركز الكون . وأحدث كتابه اهتماما متزايدا في الرياضيات وتطبيقاتها . وعلى 

الأخص في دراسة حركة الأرض والكواكب الأخرى . وفي عام 1614 م نشر عالم الرياضيات الأسكتلندي جون 

نابيير اكتشافه للوغاريتمات وهي أعداد تستخدم لتبسيط الحسابات المعقدة كتلك المستخدمة في الفلك . ووجد الفلكي 

الإيطالى جالدليو الذي عاش في نهاية القرن السادس عشر وبداية القرن السابع عشر أنه يمكن دراسة أنواع كثيرة 
لحركة الكواكب رياضيا . 
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وبين الفيلسوف الفرنسي رينيه ديكارت في كتابه الذي نشر عام 1637 م » أن الرياضيات هي النموذج الأمثل 
للتعلدل » وأوضح ابتكاره للهندسة التحليلية مقدار الدقة والدقين اللذين تزودنا بهما الرياضيات . 

وأسس الرياضي الفرنسي بيير دو فيرما » وهو أحد علماء القرن السابع عشر » نظرية الأعداد الحديثة . كما 
اكتشف مع الفيلسوف الفرنسي بليس باسكال نظرية الاحتمالات . وساعد عمل فيرما في الكميات المتناهية الصغر 
إلى وضع أساس حساب التفاضل والتكامل . 

وفي منتصف القرن السابع عشر الميلادي اكتشف العلامة الإنجليزي السير إسحق نيوتن حساب التفاضل 
والتكامل . وكانت أول إشارة إلى اكتشافه هذا في الكتاب الذي نشر عام 1687 م . واكتشف الرياضي والفيلسوف 
الألماني غوتفرين فلهلم لايبنين كذلك وبشكل مستقل حساب التفاضل والتكامل في منتصف عام 1670 م » ونشر 
اكتشافاته ما بين 1684 1686 م . 


1 - 9 . التطورات في القرن الثامن عشر الميلادي 
خلال أواخر القرن السابع عشر ومطلع القرن الثامن عشر قدمت عائلة برنولي وهي عائلة سويسرية شهيرة 
إسهامات عديدة في الرياضيات . فقد قدم جاكوب برنولي عملا رائدا في الهندسة التحليلية » وكتب كذلك حول 
نظرية الاحتمالات . وعمل أخوه جوهان كذلك في الهندسة التحليلية » والفلك الرياضي والفيزياء . وساهم نقولا بن 
يوهان في تقدم نظرية الاحتمالات » واستخدم دانيال بن يوهان الرياضيات لدراسة حركة الموائع وخواص اهتزاز 
الأوتار. 
وخلال منتصف القرن الثامن عشر طور الرياضي السويسري ليونارد أويلر حساب التفاضل والتكامل وبين أن 
عمليتي الاشتقاق والتكامل عكسيتان . وبدأ عالم الرياضيات الفرنسي جوزيف لاجرانج في نهاية القرن الثامن 
عشر العمل لتطوير حساب التفاضل والتكامل على أسس ثابتة » فطور حساب التفاضل والتكامل مستخدما في ذلك 
لغة الجبر بدلا من الاعتماد على الفرضيات الهندسية التي كانت تساوره الشكوك حولها . 
في القرن التاسع عشر اتسع نطاق التعدم العام بسرعة كبيرة وأصبحت الرياضيات جزءا أساسيا في التعلدم 
الجامعي . ونشرت معظم الأعمال المهمة لرياضيات القرن التاسع عشر كمراجع . وكتب الرياضي الفرنسي 
أدريان ماري ليجندر في نهاية القرن الثامن عشر وبداية القرن التاسع عشر عدة مراجع مهمة » وبحث في حساب 
التفاضل والتكامل والهندسة ونظرية الأعداد . ونشرت في الثلاثينيات من القرن التاسع عشر مراجع مهمة في 
حساب التفاضل والتكامل لعالم الرياضيات الفرنسي أوجستين لويس كوشي ٠‏ وأحرز كوشي وعالم الرياضيات 
الفرنسي جين ببتيست فورييه تقدما هاما في الفيزياء الرياضية . وأثبت عالم الرياضيات الألماني كارل فريدريك 
جاوس النظرية الأساسية في الجبر » ونصها : أن لكل معادلة جذرا واحدا في الأقل . وأدت أعماله في الأعداد 
المركبة إلى ازدياد تقبلها . وطور جاوس في العشرينيات من القرن التاسع عشر هندسة لا إقليدية ولكنه لم ينشر 
اكتشافاته هذه » كما طور الهنغاري يانوس بولياي » والروسي نيكولاي لوباشفيسكي وبشكل مستقل هندسات لا 
إقليدية . ونشرا اكتشافاتهما هذه نحو عام 1830 م وطور الألماني جورج فريدريك ريمان في منتصف القرن 
التاسع عشر هندسة لا إقليدية أخرى . 
ومع مطلع القرن التاسع عشر ساهمت أعمال عالم الرياضيات الألماني أوجست فرديناند ميبس في تطوير دراسة 
الهندسة » وسميت فيما بعد الطوبولوجيا التي تعنى بدراسة خواص الأشكال الهندسية التي لا تتغير بالثني أو المد . 
وفي أواخر القرن التاسع عشر عمل عالم الرياضيات الألماني كارل ثيودور فيستراس على وضع أسس نظرية 
متينة لحساب التفاضل والتكامل . وطور تلميذه جورج كانتور في العقدين الثامن والتاسع من القرن التاسع عشر 
نظرية المجموعات ونظرية رياضية للمالانهاية . أنجز معظم العمل في الرياضيات التطبيقية في القرن التاسع 
عشر » في بريطانيا حيث طور تشارلز بايبج الآلة الحاسبة البدائية . ووضع جورج بولي نظاما في المنطق 
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الرمزي . وقدم عالم الرياضيات الفرنسي جول هنري بوانكاريه خلال نهاية القرن التاسع عشر إسهامات في 
نظرية الأعداد والميكانيكا السماوية والطوبولوجيا ودراسة الموجات الكهرومغنطيسية . 


1 - 10 . حل مسائل للتسلية 

فلسفات الرياضيات في القرن العشرين . أظهر العديد من علماء الرياضيات في القرن العشرين اهتماماتهم 
بالأساسيات الفلسفية للرياضيات . واستخدم بعض علماء الرياضيات المنطق للتخلص من التناقضات » ولتطوير 
الرياضيات من مجموعة من المسلمات ١‏ وهي جمل أنساسية تعد صائبة ) 


أنشأ الفيلسوفان وعالما الرياضيات البريطانيان ألفرد نورث وايتهد » وبرتراند راسل فلسفة للرياضيات تدعى 

المنطقية . وفي عملهما المشترك مبادئ الرياضيات (1913-1910 م ) ٠‏ المكون من ثلاثة أجزاء » رأوا أن 
فرضيات جمل الرياضيات يمكن استنباطها من عدد قليل من المسلمات . 

وكان عالم الرياضيات الألماني ديفيد هلبرت الذي عاش في بداية القرن العشرين منهجيا . ويعتبر المنهجيون 

الرياضيات نظاما منهجيا بحتا من القوانين . وقاد عمل هلبرت إلى دراسة الفضاءات المركبة ذات الأبعاد غير 
المنتهية . 

وقاد عالم الرياضيات الهولندي ليوتسن براور في بداية القرن العشرين مذهب الحدسية » واعتقد أن الناس يمكنهم 
فهم قوانين الرياضيات بالحدس ( المعرفة التي لا يحصل علهها بالتعلدل أو التجربة ) . 

وفي الأربعينيات من القرن العشرين برهن عالم الرياضيات النمساوي كورت جودل أنه يوجد في أي نظام منطقي 

نظريات لا يمكن إثبات أنها صائبة أو خاطئة بمسلمات ذلك النظام فقط . ووجد أن هذا صحيح حتى في مفاهيم 
الحساب الأساسية . 

ثم خطا علماء الرياضيات خلال القرن العشرين خطوات رئيسية في دراسة البنى الرياضية التجريدية . وإحدى 

هذه البنى الزمرة » التي هي تجمع لعناصر ». قد تكون أعدادا » وقواعد لعملية ما على هذه العناصر » كالجمع أو 
الضرب . ونظرية الزمرة مفيدة في مناطق عدة في الرياضيات ومجالات مثل فيزياء الجسيمات الصغيرة . 

ومنذ عام 1939 م قامت مجموعة من علماء الرياضيات أغلبها من الفرنسيين بنشر سلسلة من الكتب القيمة تحت 

اسم نقولا بورباكي . واخذت هذه السلسلة المنحى التجريدي باستخدامها نظام المسلمات ونظرية المجموعات . 

وخلال القرن العشرين برزت مجالات رياضية تخصصية جديدة شملت النظم التحليلية » وعلم الحاسوب وكان 

تقدم علم المنطق أساسا لتقدم الحاسبات الكهربائية . وفي المقابل » تمكن علماء الرياضيات بفضل الحاسوب من 

استكمال الحسابات المعقدة بسرعة فائقة . ومنذ الثمانينيات من القرن العشرين شاع استخدام الحواسيب المبنية 
على النماذج الرياضية لدراسة حالة الطقس والعلاقات الاقتصادية ونظم عديدة أخرى . 


1 - 11. الاتجاهات في تدريس الر ياضيات 

قبل الخمسينيات من القرن العشرين الميلادي » ركزت معظم مقررات الرياضيات في المدارس في عدة بلدان 
على تطوير المهارات الحسابية الأساسية . وأدخلت الرياضيات الحديثة خلال نهاية الخمسينيات والستينيات من 
القرن العشرين . والرياضيات الحديثة طريقة لتعلم الرياضيات تركز على استيعاب المفاهيم الرياضية لا على 
حفظ القواعد والأداء المتكرر للتدريبات . وفي السبعينيات والثمانينيات من القرن العشرين استمر القائمون على 
التعلدم في استخدام الرياضيات الحديثة مع الإضافة والتركيز على حل المسائل والمهارات الحسابية . ولم تعد 
الجامعات تدرس الرياضيات لجميع الطلاب بالأسلوب نفسه . وبدلأ من ذلك » بدأت الكليات والجامعات تقدم 

مقررات تخصصية ذات صبغة تطبيقية للرياضيات في مجالات كالاقتصاد والهندسة والفيزياء. 
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1[ - 12. الحدود والمقادير الجبرية 


1. الحدود الجبرية 
3. جمعها وطرحها 
4. الحد جبري والمقدار جبري 
أولا : 
الحد الجبري : يتكون من حاصل ضرب عاملين أو أكثر 
درجة الحد الجبري : تعرف مجموع أسس عوامله الرمزية 
ثانيا : 
المقدار الجبري : يتكون من حدين جبريين أو أكثر 
درجة المقدار الجبري : تعرف بأعلى درجة الحدود المكونة له 
مثال : على جمع وطرح الحدود الجبرية المتشابهة ضرب الحدود الجبرية 
تذكر أن : عند ضرب الحدود الجبرية نجمع الاسس لنفس الرمز : 
ضرب المقادير الجبرية المكونة من حدين : 
الضرب بمجرد النظر 
المعادلة 
" يسمى متغير "زهى جملة رياضية تحتوى على علاقة التساوى وبها رمز مجهول مثل درجة المعادلة 
هى اكبر أس للمجهول فى المعادلة. 


معنى حل المعادلة 

هو ايجاد العدد الذى يحل محل المجهول ليجعل طرفى المعادلة متساويين ( اوبعبارة اخرى يحقق المعادلة ) 
مجموعة التعويض 

هى المجموعة التى ينتمى الدها المجهول فى المعادلة 

مجموعة حل المعادلة 

هى مجموعة العناصر التى تنتمى الى مجموعة التعويض والتى يحقق كل من المعادل 


1 - 3. الحدوديات 
التعرف على شكلها العام ومعاملاتها وتحديد درجتها. و نتطرق إلى المحاور التالدة: 
ما هي الحدودية؟ كيف نتعرف على حدودية؟ كيف نحدد معاملاتها ودرجتها. 
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1 -1-13. كثيرة الحدوديات 


كثيرة الحدود هي نوع خاص من الدوال ( التطبيقات ) لكنها جمة الاستخدام ‏ مجالات 
الرياضيات المختلفة يل مسائل غير محدودة تنشاآً من ظروف الحياة العامة. 

إن هذا النوع الخاص من الدوال يتمتع بالمرونة الكافية ليفي بشروط قلما تتحقق 4 الدوال عموماًء 
لبذا فهي أمثلة جيدة سهلة التعامل واضحة المعالم وبخاصة # نظرية المعادلات. 
الحد: 

يحتوي على حاصل ضرب أعداد وحروف مثل 33 ءو 4877 ؛ أحادي الحد هو مقدار جبري 
يحتوي على حد واحد فقط ؛. وكثيرة الحدود تحتوي على أكثر من حد واحد » ويرمز لكثيرة الحدود 
بالرمز (0] أو 00! أو 000 5 
الدرجة: 

درجة أحادي الحد هي مجموع كل الأسس للمتغيرات 4 الحد » فمثلا درجة الحد *61 هي 5 
ودرجة الحد 4377 هي 1-3 +2 ؛ ودرجة كثيرة الحدود هي نفسها درجة الحد ذي الدرجة الأكبر. 

لاحظ أن أسس المتغير ل كل كثيرات الحدود هي أعداد صحيحة غير سالبه ٠‏ وعليه فلو احتوت 
الدالة حداً من الشكل ' * أو من الشكل 5 مثلاً فإن ذلك كاف لإخراج هذه الدالة من كثيرات 
الحدود. 
الحدود المتشابهة : 

الحدود التي تحتوي نفس المتغير بنفس الأس مثل *52 و *بد8 


تعريف: 
تكتب ذالة كشرة العدود من القوجة 13 عان الصورة 
م ل 0 
0 # 4,4 + ده + د اخير_ه ل بره ح («) كر 


تسمى الأعداد :56د 


الحدهة + كنا نسمى © بالمامل الركيسن + 2 
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لتكن 72 + أبر + “2 - 0ر3 - (ن) كر 
اكتب درجة ومعاملات (1) / وأوجد كلا من المعامل الرئيس والحد الثابت فيها 
الحل: 
درجة (1) / هي 5 


المعامللات 0ح به 2ح ره 3 - ,04 


0> ,»2 7 به 2 1 بره 


المعامل الرئيس 3 - ,0 الحد الثابت ‏ 0- ,0 
بعض خصائص كثيرات الحدود: 


1 -كثيرة الحدود الصفرية: 


تعريف: 


كثيرة الحدود الصفرية 10-0 لجميع قيم #اء + 
(:1)3 


ويرمز لها بالرمز 


ب -تساوي كثيرتي حدود 


+ اخرره+ خريه - )ل 


+ ا “رريط+ "تيطح (د) ريل 


كثيرتي حدود فإن ():/ > (0: إذا تحقق الشرطان التاليان 
(1) 72-72 أي أن لبما نفس الدرجة. 


> 2:44 > .6 إى إن الماملات 


المتناظرة فيهما متساوية 
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إذا كانت 3+ 2ر- 22 + ترم ح (د)ثر . 3+ يرن + 2 + تر4 - زر ) بر 
فأوجد قيمة كلأ : 0 من التي تجعل (:3),/. ٠‏ (3),/ر متساويتين. 
الحل: 
لكي يكون (3),/ - (3)/. فيجب أن تكون: 
2-4 .2 1--0 
ج -ضرب كثيرة الحدود بعدد حقيقي: 


+ اخر_م] + #درم] - («) و1 
أي أن العدد يصرب بجميع معامللات كثيرة الحدود. 


إذا كانت 4 ++ - 223 - “3 ح (2) كر فآوجد (1) /3 
الحل: 

(4 + - 22 - 3)3 - (د) 3/7 

(30)4 +2 (3)1 - 3)2(2 - *+(3)3 - 
2+2 - يرم “9 - 

د -جمع وطرح كثيرات الحدود: 

تعريف: 

إذا كانت (:1,)3 ١‏ 10300 كثيرتي حدود فإن (:3)ر] ل (ند)رل هي كثيرة حدود أنتدا 5 

ويتم جمع ( أو طرح ) كثيرات الحدود بجمع ( أو طرح ) معاملات الحدود المتشابهة:أما 


معاملات الحدود غير المتشابهة فتظل كما هي 2 كل من 103:0 ظ 103:0 وتكون درجة 


(:1:)3 ل (:3):. هى أعلى درجة ‏ (1:)3. , (203/. على الأكثر. 
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إذا كانت 2+5 - تر - “22 - (د)ثر . 4 +ع2 + ثر- :3 - (2) يم فآوجد 


(«)اير - دار ( 11 (د)ر + )م 1 


(4 +2 + ثير - أير3) + (5 +ع - م4 - *22) - (د ) بر + مدر 
(5+4) +ع(2 +1-) + ثر- ث«(3 + 4) + “2 - 
9 عر + تير ير + “2 - 

(4 +2 + قر - خمر3) - (5 جعر - نر 4 + *:2) ح ( ) ,ل - 3 ) كر 
(5-4)+1-2(2-) + *(1-) - (4-3) + 24 - 
1 +3 - تير + شير + “ع2 - 


د -ضرب كثيرات الحدود: 


تعريف: 
إذا كانت (1:103 , (*):1 مكثيرتي حدود غير صفريتين درجتيهما 188 و 1 على التوالي فلن 


حاصل ضربهما 11 هي دالة كثيرة حدود درجتها 11+11 


وتتم عملية الضرب بضرب كل حد من 1 بجميع حدود 4 مع مراعاة ضرب العوامل وجمع 
الأسس ؛ ثم تجمع الحدود المتشابهة. 


إذا كانت 2 ++ - (2«)ثر 2 2+<+ + 2 -(2رر 
فأوجد (2()3/./) ٠‏ مع ذكر درجتها. 
الحل: 
(2 +2 + )2 +(2 +ع + تبر)ر - (2 + عر + 2 )(2 + <) - ()( ٠‏ و 
4 +2 + 277 + 2 + تير + شير حت 


4 + ع4 + ع3 + نير - 


درجة )١/2()3(‏ هي (( درجة كر + درجة ,7) 
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ه -قسمة كثيرات الحدود: 


تعريف: 
لتكن (0) 30:1)/ كثيرتى حدود بحيث أن (10)3 ** (36)// ودرجة (00) 1 ك ورج (:3):/ 


| فإنه يوجد كثيرتا حدود (:30:400)” بحين 7):0+ (0.4)3)! - ن)/ 


وتحون )0 إما تساوي )0 أو أن درجة (7)3< فوحة 1)0/ : [039” خارج 
١د‏ )م 


أقسم 52+6- ث2 -(*)م على 2-2 -(2)1/ 


الحل: 
باستخدام القسمة المطولة 3- 2 
9 2 
1 -نقسم الحد الأول من (1)7 + 
1 2-3 
على الحد الأول من (12)06 
2 -نضرب الناتج من(1) بذ (#)# هه ارام | 1-2 جل(ن)1/ 
جميع حدود (:)1آ 2 تير لح و2 :)2 
3 -نطرح الحدود المتشابهة 06- جه هل ر(27 - تر) - (6 + 5 - تر) 
ونضيف الحدود غير 06 - جه (2-)3- 
0 0 ج((+ءم3-)-(32+6-) 


4 -نكرر الخطوات 1و2و3 
حتى تنتهي عملية القسمة. 
ناتج القسمة هو (1-3) ا 
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لتكن 52-3 + تر - 2 - )6م 2 1+ خر- زعام 
أوجد خارج وباقي قسمة (3)/. على (3)/ . 
الحل: 


ير و0 


م 
خارح القسمة (3420 + 2-1 


52-3 + تر - 6ر2 | 1+ 


:27 + 2ل( + 210162 


3-3+ *- حل «(رر2 + 2)-(3-ج5 + تر تبر2) 


1- د جل ( + )1 


(8)م 
التافى 32 شه 32-2 جل 1ت )3-3 ب تر ) 
خارج القسمة 21-1 ع (0)1 الباقي 2 -:31 ع (7)16 
1 - 14. الحدية و الحدودية : 


يمكن 201577101165 بمعنى متعددة الحدود. فالكلمة 2015710705 وه,]باللغة الفرنسية تدعى الحدوديات ب 
و تعني باللغة العربية :17817165 و «([0نقسيمها الى كلمتين 
مثلا حدودية تحتوي على 4 حدود و كل حد من هذه الحدود يسمى حدية 

5 و حدود - 017[متعدد ح- 


للد + لخر 


الحذ الثالثت الحذ الثاني 


الجد الأول 


3 


تعريف 


3 مععهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


عدد صحيح طبيعيء؛ يسمى حدية.إذا 7 عدد حقيقي وج متغير حقيقي وز حيث (7 أس2زج) كل تعبير على شكل 
هي 0.الحدودية هي كل تعبير على شكل خ و درجة الحدية ‏ هي (2 أس عزح) يخالف 0 فإن درجة الحدية ج كان 
.مجموع تكون جمبع حدوده عبارة عن حديات 

: بصفة عامة 


: هو 2 من الدرجة ع: الشكل العام لحدودية ذات المتغير 


: هو 2 من الدرجة ع الشكل العام لحدودية ذات المتغير 


5 0 1 11-2 1-:: 2 
عدداً يحا رر حب 3 10 2 م 2 له 2 ,© + 32 و يرلا ع 23 ورا 


0 علس بن ووب ب ولا ب بجا طبيهياً والمعاملات 

.أعداد حقيقية معلومة 

.2 ونقول أن درجة الحدودية هي 

الحدودية المنعدمة أو الحدية الصفرية هي الحدودية التي لادرجة لها . الحدودية الثابتة هي الحدودية التي درجتها 
.تساوي 0 ومعامل حدها من الدرجة 0 يخالف 0 


1 - 15 . الاسس والجذور 


1 - 1-15 .الاسس (الرفع الى القوى) 
عملية الرفع الى القوى هي اختصار لعملية تكرار ضرب العدد في نفسه. 


مثال1: 

2 تكتب باختصار 2 4 وتقرأ 2 أس 4 (أو 2 مرفوعة:2722:22 
الى القوى الرابعة أو القوى الرابعة للعدد 2) 

ملاحظه: 

-القوى الثانية لاي عدد تسمى مربع العدد فمثلا 73 تقرأ 3 أس 2 

أو مربع العدد 3. 

-القوى الثالثة لاي عدد تسمى مكعب العدد فمثلا 4 3 تقرأ 4 أس 3 

أو مكعب العدد 4. 


1-1-15-1 .الاس | 


ذا كان م« عدد حقيقي وكان م عدد طبيعي فإن (+)...(+)(<)(*)- ”+ حيث ‏ يسمى الأساس و « 
سمى الأس. 


4 ع38م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال2: -(0(2) 22 


-(81618) -ة3 2 


١ 5/13 


3 
(«اا<ازعازدازع«زء) - *() (4 


4 
9 


ملاحظة: 


ليكن م و 7م عددين صحيحين موجبين و 0ع 4 » 57-0 عددين حقيفيين فإن: 


مثال3 : 
1 - /2-) (2 1-1 (1 
25 _ :5 ) _ 2(3) 11د 
8- (2) *(5-) الل ان 
للد لل - ظ4ة(ق) م |25 :5 23 
7 رو تي > (3) (9 الدج دج (5 
خواص الاسس 


اذا كانت لا اعدادا حقيقية و ,7 اعدادا صحيحة فان: 


الخاصية الاولى: 


5 عع8م 


-("م)| 


)ّ 


لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


مثال 4: . 2- 25 23د “(2()2) (1 


'(3+ء) - 3(*3 +م) - أ(3 ج+ع)؛*(3 +حع) )م2 


الخاصية الثانية: 0 داه ا 


مثال 5 : 5 


الخاصية الثالثة: لك ”م 

مكل ع ع > لي د ير 4 *) (1 
4 - 26 (762 - 0 20 

الخاصية الرابعة: ””بر” برح "(:«) 


مثال 7: قو _4 و( 6 _4 و2م) 
1 9 3 زعلا 
الخاصية الخامسة: _ < _ 3 
ل ١‏ 
0 !. , 4 4 
” 5 1 
بن 4 ته +4 فت 
مض وت ليوح رجز 8 
3 


5 .. 42 ١ 
خ‎ . ١ بي 9 - يي عو 32 - فود + )ا‎ 
022 7ل[‎ 


6 م038 لأكختاىا لم8 101/4 ناخ الاع .انا 


العدد + يسمى الجذر النوني للعدد م إذا كان م- "+ » حيث , عدد طبيعي أكبر من الواحد»ه م ع:.+ 
ونكتب رياضيا: 


1 
"و - وأقادع 
إذا كان « عدد زوجي و 4>0 فإن /؛: غير معرف في مجموعة الأعداد الحقيقية. 


ملاحظة: 
1 

1) + تسمى الجذر التربيعي للعدد 6 عندما 2 -م, ونكتب رياضياً 0 < م,+ , 42 مك ع +. 
1 

2) + تسمى الجذر التكعيبي للعدد + عندما 3-+ ونكتب رياضيا رع م.+« , 43ح ملاع :. 


مثال9 : 


4 - *4/. - 16/. (3 2- 22ينس هن 1 
5- 2و - 4/25 ٠‏ 10- :10/- 4/100 (4 5 - :5 - 5 (2 
[8ع4-.] غير معرف ‏ 0-4-7 (5 
2- 1/23 1/8 (6 
2 - 1-27 8-/1 (7 
١‏ 3 - 37لا - 1/27 ٠‏ 3-- (3-)/1- 1-27 (8 
ال ل 
إذا كانت « ,.ر أعداداً حقيقية و « , « أعداداً صحيحة بحيث «, عدد طبيعي أكبر من الواحدء فإن: 


الخاصية الاولى مثال 10 : 
اذا كان 6 عدد زوجي و 0<2 فان 


ند - "مرلة 4-4 د (4-ل 


7 معع3م لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


8 ععوم 


الخاصية الثانية مثال 1: 


اذا كان 6 عدد فردي و 70<3 فان 
4ه - (4-)/: 
ماع "بريه 


الخاد ة الثالثة: مثال 12 : 


عد د | مو هيو كول نا 
(إذا كان « عدد زوجيء يشترط أن تكون 0 < :و.) 
كموق - 36م 3/33 - 3/2715 (2 


الخاصية الرابعة: مثال 13 : . 
0 71 
مسر .-- نم4 _ *161ن “16 نم 
5 3 6ر9 رو 


2 فى 2]_ مم 4 _أحه4ة| م.م 
|« > - 12 16 4 20 
عا 9 “مو 
0 . 0 1 سسا 8 1 
الخاصيه الخامسه م #م أع 9 :) - “يد 711 


حيث 7 ,1] اعداد طبيعية اكبر من الواحد 


مثال 14 : ةبرق 6 6ر3 56 07 3 
الخاصية السادسة ا - ١‏ 711 


حيث 17 ١,‏ اعداد طبيعية اكبر من الواحدء واذا كانت 17 1٠,‏ عدد زوجي فيشترط ان تكون 72<0 
1 


مثال 15: 45- أ5- | :5 |- كلا 


لأككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


المقدار الجبري هو عبارة عن صيغة او تركيبة من الاعداد والرموز او 
المتغيرات مرتبطة ببعضها البعض بواسطة الجمع الجبري والضرب الجبري 


مثال: 1-3 
ش در 1 +2 - 1(34) 
1+1 
6 +5 - 2بر 23 
لش هه 1 1+ 52 3(«:2) 
2-م1 


العمليات الجبرية على المقادير الجبرية 

0 لجمع المقادير الجبرية فاننا نجمع او نطرح المعاملات العددية 

0 لضرب المقادير الجبريه بعدد ثابت فاننا نقوم بضرب العدد الثابت 
بكل حد من حدود المقدار الجبري 

ّ( لضرب وقسمة المقادير الجبرية بعضها في بعض فاننا نقوم باستخدام 
قوانين الاسس 


عتد ضرب أعداد متساوية الأساس 
(تنجمع الأسس» 
عند قسمة آأعداد متساوية الآساس 
لتمقرح الآسمى)» 
عند رفع عدد الأكثر من قوة تضرب 
تلك القوى 4 بعضها 
تتوزع القوى 2# عملية الضرب 


3م 23 - 3(3 »« 2) 


تاد عد د 


القوى السالية لعدد صحيح( تحول 
العدد إلى مقام وتصيح القوة موجبة)» 
القوى السالية لعدد نسيي (يقلب 
الكسر وتصيح القوة موجية» 


الود اقصشرية دائما تساوى الواحر 


9 عع8وم 


لككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


قوانين الجذور : 


1) ميز العيارات الصحيحة و الخاطتة و بِيّن السيب: 


2) ضع دائرة حول الإجابة الصحيحة 2 كل مما يآتي: 


4 33-2 2 - و 
21 23 
5 9 1 
عدره اوه : )20 
3 35 6 
2 2 2 
2 58- ود ِ 5 
21 21 21 


0 ع38م 


2 4ه 2ه - 2م + هإ)نء 
42-2ه- (ه-ه)(ق 


7 ل 
4 4 55 


42ج ك4 دن 


2-1 4 
دك (1 
23 

د زؤووع (ظ2 
1 )1 
000 

- 2خ1ج هوورهم 
ذه 5 (1 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


00 8 دنع 63 
(4 حت 
3ن 


3) أوجد قيمة ما يلي : 


4) بسط العبارات الرياضية التالية: 


لام 0ا2)(»-ع)|[ 43 ره 


56 )0 
21 
0 » 0/5 
[32) م4 
04/81 
1/1 


1 ممعم لاككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


الفصا لذاذ 


بد الكمايات 


لسمهيك 
إن مفهوم النهاية من أهم المفاهيم الأساسية ي التحليل الرياضي وهو مفهوم يتعلق بسلوك دالة 


عندما يقترب متغيرها نحو عدد معين أو نحو اللانهاية 
سنبدأ بدراسة نهاية المتتالية عندما يقترب متغيرها نحو اللانهاية باختصار شديد كمقدمة لدراسة 


نهاية الدالة 


2 1, فماية المتكالية 
مثال :١‏ إذا وفعت النقط المتتالية التى تعطى بحدود التتالية |12-1. 
ب ِ 71 
)01( ل لك ل للد 3 3 1 
71 9 85 7 4255 3 2 


على خط الأعداد الحقيقية فإننا نلاحظ أنها تتجمع حول النقطة 2 بطريقة ما بحيث أننا نجد نقطا من 
المتتالية بعدها عن 2 أقل من أى عدد موجب محسوب مهما كان هذا العدد صغيرا. 
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2 95 5/3 3/22 1 0 
١‏ 0 2001 1 2 0 
ظلمثلا النقطة ... - وجميع النقط التي تايها تكون على بعد أقل من 0 عن 2 
20000001 


والنعا ووو وجميع النقط التي تليها على بعد أقل من* 10 عن 2 
وهكذا.فمندما يقترب ”7 من اللانهاية فإن الحد العام لبذه المتتالية يقترب من العدد 2 ويبقى قريبا من 2. 
إن هذا يعني أن الحد العام للمتتالية يمكنه أن يكون قريبا من 2 بقدر ما نريد شريطة أن يكون 7 
كبيرا بقدر كالك. و نشير إلى هذا الأمر بقولنا إن نهاية المتتالية هي العدد 2. 
وإذا كان * متغيراء مداه المتتالية (1): فإننا نقول أن* تقرب من2 كنهاية لبا أو أن* تؤول إلى 2 
كنهاية لبا وتكتب 2 جه 2 . 
إن المتتالية (1) لا تحتوي على نهايتها وهي العدد 2 كأحد حدودها 


مال 1 إن المتتالية ....,2 ,| 3 ب ,1,2 فإنها تؤول إلى1 كنهاية لبا وأن كل حد فردى 


يساوي[ 
ولذا نرى أنه يمكن للمتتالية أن تبلغ نهايتها وقد لا يمكنها ذالك. 


3 معهم لأككلتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


غير أننا سنفهم فيها يلي من أن 4 <+-* تستلزم أن + أي أنه ينبفي أن ندرك أن أي متتالية مفروضه 
اختيارية لا تحتوى نهايتها حأحد حدودها. 


ل 
مثال؟: لنفرض أن 2 ج + على المتتالية (1) 


'7 81 '64 ' و4 '36 :25 '6] و9 <*4” 
أي أن (*)/ تقترب من العدد 4 لما يقترب « من العدد 2 
مثال4: لنجعل 2 ج + على المتتالية 

2.1, 2.01, 2.001, 2.0001... 2+ )0.1(”...  2( 
فعندئن 4ج 2+ - ()/ على المتتالية ...,”[ ”(0.1) + 4.004001,....,)2 ,4.0401 ,4.41 ويبدو من المعقول‎ 
أن نقبل أن 27 تقترب من 4 كنهاية لبا عندما تقترب * من 2 كنهاية لبا.‎ 


2 
عندكذ 4ج 2 - )كر على المتتالية .... 0 9 225 169 121 81 49 25 9 
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ونقول أن نهاية بج عتدها 5 011ص 4 - “دزا 
الجسير 
ددريت 
لتكن خثر مجموعة جزئية (مجال أو اجتماع عدة مجالات) من مجموعة الأعداد الحقيقية 91 و/ دالة من 
كث 91 


نقول أن الدالة 591ج-4 : / تنتهي إلى 91 © 5 عندما تنتهي * إلى النقطة 4 © مد ونرمز لذلك + 
-(5)م سنا أو 6ج ()/ عندما ,هج + إذا تحقق الشرط التالي: 
من أجل كل عدد حقيقي موجب 8 يمكن إيجاد عدد حقيقي موجب آخر(0-05)8 بحيث يكون 
© >6 -()/ | ج 8 > |م,« - | و4اء د 
يعني أن (*)/. تقترب من 7 عندما تقترب 3 من ,د 
والبحت عن نهاية دالة هو البحت عن قيمة تقترب إليها الدالة (2)/ عندما تقترب * من عدد , 


2-2 - 1. حسابات نهاية الدالة 
لحساب نهاية الدالة(*«)ل/م عندماه جه نعوض ث هذه الدالة عند ©2-+- وقد نحصل عليها وقد لا 
فحصل عليها عندكذ شتبع طرق الخرى سنتطرق إليها ما يغد 


مثال 0: لتكن ذد د ودار » احسب نهاية («)/ عندما يؤول * إلى 2 
23-8- "ديسا - («) سنا 


4 عع3م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


وهذا يعني أن )2 تقترب من 8 عندما تقترب *« من العدد 2 


2 1 2 
مثال1: إذا كانت 7 7*7 “1 ()كر أوجد ()ر دهذا 
4 - رو 0 2 جسعر 


الحل: نلاحظ هنا أنه إذا كان 2 جه 2 هذا يعنى أن 2 2 إذن 4 - “حصنا - )مر سنا 
5 جسبر 0-0 


2 5 الكشايكان التشرى لجس 


إن قيمة * عندما 2 ج-* على المتتالية (1): هي باستمرار أصغر من 2 وعلى هذا فإننا نقول ‏ 
تقترب من 2 من اليسار وتكتب 2 +-2. وبالمثل قيمة * عندما 2 جه * على المتتالية (2) هي باستمرار 
أكبر من 2. ونقول ث مثل هذه الحالة أن * تقترب من 2 من اليمين وتكتب ”2 جه 2 . 
© النهاية من اليسار للدالة (2) كر هي نهاية الدالة ()/. عندما * تقترب من © من اليسار(أي بقيم 
أصغر) ونرمز لبا ب ()/ 121 أو () /ر 22ذ! 
وجسغعر ل سسسب 1 
© النهاية من اليمين للدالة ()/ هي نهاية الدالة (:)/ عندما * تقترب من © من اليمين ر(أي 
بقيم أكبر) ونرمز لبا ب (*)/ر حصنا أو («)/ر دنا 
جنير سحب إز 
ومن الواضح أن وجود العبارة (5) 1153 تستلزم وجود تساوى كل من نهاية اليسار (7)/ 1112 ونهاية 
اليمين () كر 111! 
وجدير 
وأن وجود نهاية من اليمين (اليسار) لا يستلزم وجود نهاية من اليسار (اليمين). 
مثال /: 
إن مجال التعريف للدالة 2< - 9/+ - (2)ر هو الفترة 53> 3- فإذا كان © أي عدد # الفترة 
المفتوحة 3 >2 >3- فإن 0 موجودة وتساوى 2ن - وه لنعتبر الآن 2-3 ولنجعل *« تقترب 
اليحدة 3-5 
من 3 من اليسار( أي بقيم أصغر) أولا فنجد أن 0- 2- ولد يمر أما إذا جعلنا *« تقترب من 3 من 
اليمين(أى بقيم أكبر) فإننا نجد أن 2 ولء غير موجودة لأن #ير- و9/ء يكون تخيليا عندما 
5 “3جسير 
0-3 وبالتالى فإن *د- ولميسنا غير موجودة. 
5 جعر 
بالمثل لما نعتبر 3- -<© نجد أن 2 وله 3 موجودة و مساوية للصفر ولكن 2و ناا غير 
*3-جير ا3-جير 


موجودة وبالتالي د - ولح سار غير موجودة. 


5 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


2 


كك 5 2-5ع 


3< , 2+13يه 


الحل: عندما تقنترب * إلى العدد 3 من اليسار فإن عبارة الدالة («) كرهى 22-5-(*)/ ويالتا 
تشتررد لى رف ر هبي وبالتالي 


مثال 8: أوجد («) رسا إذا كانت 0م 


4 -5-*32-(5- *) سنا < دمي سنا 
ادجير ا دجسير 
وعندما تقترب * إلى العدد 3 من اليمين فإن عبارة الدالة (:3)/.هي 13+ ا > ()/. وبالتالي 
4 - 3+13/. - (13 + عرلء) هذا - در حصنا 
*دجير *"دجير 


نلاحظ أن النهايتين من اليمين ومن اليسار متساويتين ومنه فإن ‏ 4 -()/ :هذا 
جسير 


مثال :أ (1222)4! إذا كاذ 0 م 6( 
:اوجد إذ نت - 
8 بر 0 >غ .2غ 9 


الحل: عندما تقترب + إلى العدد 0 من اليسار فإن عبارة الدالة (4)م هي 2 - 4- (8)4 وبالتالي 
2--2 -0- (2 - )51 1! - (غ)ع دنا 
((0جر ((0جمر 
عندما تقترب + إلى العدد 0 من اليمين فإن عبارة الدالة (4)يم هي “4-(4)# وبالتالي 
02-0-(2))صنا - (م)ع سنا 
*(0جر *0جءر 


إذن النهاية من اليمين لا تساوي النهاية من اليسار ومنه فليس للدالة نهاية عند هذه النقطة. 


|) نهاية مجموع دالتين 
لتكن الدالة (+«)ع + (*) / - (<)'7/ حيث (*«)/ » (2«)# دالتين 4 + فإن 
(دا)ع حصنا + («) كر حصنا - (زد)ع + («) ر)حصنا - زد) 2 حصنا 


مثال :٠١‏ 
31 لبن - ينكنا -<(2ع5 + ذيرم) ال 
6--48+12- - *(2-)3 + *(2-)6 - 
2) نهاية فارق دالتين 
لتكن الدالة («)ع -(*) / - (<)'/ حيث (*«)/ » (2«)# دالتين © + فان 
(د)ع سنا - («) ر سنا - ((م)ع - («) )سنا - )ل سنا 


6 معع38م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال :١١‏ 1- *(1) - 2)1(4 - “د سنا - “22 دنا - 0- *2)دسنا 
وعموما إذا كانت الدالة 


0 أ عة )#1 كر عة..غة (20) كر عه (30) كر عة () كرت ()"1 
حيث (<),/ .(1)3-ير/ ......(3) و/ .(2)3/ .(*) ر/ عبارة عن دوال 2# + فإن 
(2) رو تهنا + (د) ر_ركر حصنا + .... + () ككر حهننا + (عد) كر حصنا + («) كر حصنا - (د) 2 حصنا 


مثال ؟١:‏ لتكن الدالة * + 32 + 3ير2- 4 - ()/ فأوجد («) ل حصنا 


الحل 
دما + “تتصسنا + “مما - تمصا - زعب غعة + م2 - )حصنا - ()م ممنا 
[جار [جير [جير [جير [جسير [جىر 
3 1+ 3)1(2 + 2)1(3 - *(1)- 
3) نهاية جداء دالتين 


لتكن الدالة (*«) ع(« ) / - (<)'/ حيث ()ع ,(«)/. دوال كك *« فإن 
(2)ع حصنا »ا (ع«) كر حصةا - (قد)ع »* (<*) “ر)حسنا <- زد )م حصنا 


مثال ؟7١:‏ لتكن (1+ 1()522- 223-) - ()/ فاوجد ()/ صنذا 

الحل 
(1+ 517) هذا 1- 2-) صذا -(1+ 1()522- 23-) دنا - )2 حهذا 
6 -(1+ 1(2-)11)5- 1(3-)2-)- 


وعموما إذا كان (2) عبارة عن جداء عدة دوال (:) م »....20) و » (:) زكر > (:<) ا فإن: 
() بر تضة! ».... »ا (عد) كر حصا »ا (د) كر حصنا - (عد) ل حدما 


4) نهاية قسمة دالتين 
لتكن الدالة 0 1 - ()/ حيث (8)3,(*) / دالتين 2< و0 2 (2)ج 101! فإن: 


(«) ير حصذا 
لد لتككوون - و ونا 


(3)ع حا ا 


مثال غ١:‏ دكن الداكة | نام ف ترج فلوسد () حصنا 
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الحل 


: حت روز | - (ع) ل سنا 
- (1- )يمنا [1- *عرة (0جىر 0جير 


مثال :١6‏ أوجد النهايات التالية: 


2 3 2 
00007 الششات ا لالسطس تت ا 0027 
دجير 1+ 27 [ج 0جسير 


2 -2+(5)0 + *(2)0 -(2 +عة + 2)سنا )1 


4 4 2 4 2 
005 6 ا+ (40 |_ إع+ جه 2 
16 2 (2)1 ع2 )لضي 


2 2 
5 (20+ (30_ 2+ روزا )3 
2 1+1 [ +ع اجير 


1727-7 (4 
3جاير 
2557 كل الدكين 

"ادوووروا يه درو رووارة حب هد زر اد انا 

0 جسير 0# وجير وجير مجدير 
هذه الحالات تكون النهاية غير معينة وهناك طرق لإزالة عدم التعيين 
وهناك حالات عدم التعيين أخرى سوف لا نتطرق إليها 4 هذا المستوى 
أولا: عدم التعيين : ويزال بالتحليل وفسمة البسط على المقام وبالاختصار أو بالقيام بعملية طرح أو 
جمع أو باستعمال طرق أخرى. 


مثال 17: أحسب النهاية التالية: 


3 :7 4 2 2 
6 ىورو 22+ تيور حكوون(2 7 توززاز1 
2ج 3-جير 5 4 (اجير عد (0جسير 3ج 3جير 
520 3 23 3 _3 
تيون رع 1 71 2+8 62ج 2 مذ[ (6 2-2-2 حصنا (5 
بر]ة- [ احير 2-1 اهبيع 4+2 2-جسير 2-3 3ججير 
8 معهم 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


2-9ع 


| اع 
1( عدم التعيين © 0 


يجب إزالة عدم التعيين 
(3+ د يان وات 


ع2 0 2-3 تجسبر 


لدينا 233 و (3 + )يمنا - 


إذن 6 - (3 + 2)تاذا - ينين 
جار سا [3جسير 


(1-غ+*)ع 


3 3ن نيوا 002-65 ويد يونا ع3 + "عر 0جير 


التعيين -2- 
4( عدم التعيين 0 2-6 لال 
1 5 5- 2-يج .. (2-2*)(إ3+*) .. 6-عردبثير 
ع أجل 3-عو ع سح سدح د للد ح ا تت يوو1] 
فمن أجل 5 6 6- 3-وعرقبيم (3->#)(3 +ج) تيم 9 تير با 
0 2862-22-12 0 
5( اي ا ]1 


3- 0070-7 3ججدير 


2112-22-12 _ )2<+ 4()2-3( 


لدينا 4 + 2 - (3-) 0 - من أجل 23 
لاح و ا لت وين 
3جير 2-3 3جير 


20 0 8+24-24+8- 12+8+ +6 5 ون 
عك.ك لتعيسن سس سس سح سس رحبي 
بس 2 1 2+ هيم 


باستخدام القسمة المطولة نحصل على: 


(2 + ع)(4 + عرب + 2ع) _ 12+8 + 62 + ذر 


(2 +ع) 1 2+2 
2 3 
ومنه فمن أجل 2-2 + , 4 +4 + 2بر- حتت لق لع خشف 
ع2 
2 3 
وبالتالي فإن 0 -4 +4-8 - 4 + برك + 2 يدذا د دنا 
ٍِ سجسبر +ع ل-جساير 
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7 العني 9 لكوون 
عد > مداع 
ّ "> 0 [س اجبر 
2 3 
ود وود يع 220 اراح تاو اح تين 
اجر 2-1 اجر 2-1 إجسير 
0 مرح ]1 ا 
1 2< سخينر 
8( عدم لنعيين م ا 


3- اجا + ا اج نو/ة+ (ر/ةأسنا- +١‏ «لة+ [«لالا- تلان احديون ‏ اتح طوون 
جير 


1-در/ة امبر 1 رر]ة اجبر «ر]ة- 1 امير 
ثانيا: عدم التعين : لإزالة عدم التعين َّ عندما يؤول المتفير * إلى ©» نقسم البسط والمقام على 
المتفير حاملا أكبر أس ف المقام 


تظرية اند :0ك ونا بحيةه # اعرد موجهب 


عد وتجسير 


مثال :١7‏ لدينا 0 - حك صذ! و 0- يهنا 


2 روه 3 وتجسارزر 


نظرية 2 66ح (و4 + عدرع +... + ذ "ير ره + "ديه ) حصنا 


مثال :١4‏ مه - ( 5+ +2 + 422)دمذا 
ووجسازر 
مثال 19: أحسب النهاية التالية: وروز 
[ + “عر صمي 
الحل: 
0 
عدم التعيين دا- ]1 


نقسم حدود الدالة على * فيكون لدينا 


1 
لتك 11 
010 عن ب ا 5 آ+ عد 


2 


- 1 


مثال :١‏ أحسب النهاية التالية: 


2 
5د وود 3+ وززازة 


8- ع6 || صبجءم جر ف وتجسبر 


0 عع3م لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


3 وتجساعز 
نقسم حدود الدالة على 7+ فيكون لدينا 
0+0 لذج عتلاون 5+ تلخ ا 
وى الى 1309 الى اكه لاقي تين 
1 1 1 ذو/ةجر «جير ع مهبر 
: 5 
0 عن اوري 2 تين 
زه ع وصوجج 
نقسم حدود الدالة على 7< فيكون لدينا 
نااختف اتات كاف مدنا - 3ب ووز 
ما تجار “نج ووجير 


060 - 
3 ا 3+5 2 5-2 
22 سي - ج61 البد.! 
ثالثا: عدم التعيين 0 اه و(0--22): لإزالة عدم التعيين 500 و(50- 00). نطبق طريقة التحليل الجبري 
ثم نقوم بالااختصار و القيام بعملية الضرب و القسمة ش حالة وجوداهما 


+ |ايوتادة لب _ث سنا( ١‏ 0 +2 نيزنا 
/ جور 1- “بير 2-1 ] إجير > 6 22 


الحل: 


1( عدم التعيين »د »0 - | 


2 1 1 2 3 / 2 3 : 
لبد ب 3 أ انروما - | عب + - أنرون1] - + - 1 11] 
(1-+*) د| قبع ((1- عاج )| ممم عجر شير )| مهم 


َ“ 1 له 1 3 . 1 3 8 
م ملعا ع كك نونز | ب سك أوونا 
واكك 1 - عر اهم (اجعازا-ع) احعانهم (/1- 2ج 1س ج_)لهم 


3) عدم التعيين 6< 0 -(مه + 1) 0 3 +1 ابيز 
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١‏ - (1+ ")سناد 1 لخد )ريون ل[ د وض 
1/ / 0جرر 


نظرية م تررس كس-ةييرن] حيث 91 ه 
مدع وجسبر 
وبصفة عامة إذا كانت لدينا (*)/م (*)ع دالتين مستمرتين على 7 حيت 0 - ()جع و0 + (2) 'ع 2ذ! 
1جسعر 
فت لتكدرون ‏ 0 كمون 


(ب)ج ع وريج عبه 
يمكن تطبيق ذلك على الحالة الخاصة حيث ”ه- ”2 - (2«)/ر و ه -: - داع 


3 تيو 
مثال 7 أحسب النهاية التالية: دسلا 
دج 2جمٍر 
5 1 
الحل: 32--32- ]1 
2-2 2 جسار 
64+ ثير 
مثا #الاء ضعي | : ة التالية: ]1 
ل ب النهاية التالي 5 
ف 4 + در 
الحل: 8 - (4-)3- حلا 
ّ) ( 4 دعر دا 


2 ارات يكن الدذوان الملتسُيرة 


2918 سعد لذج يجنا 20 / كت 26 )1 
2 تجاار 2 2 


١‏ “الا 1 0 وت ماين بد 
اجير 2 اله 0 21 (0جير 
|االأسكلة 
2 1_- 31-3 5 -2 : 
سطقكبونا(13 3[ درم 'إا كانت رز / ناج [1++2 «ةأسنارا 
#رر6 + 7/ #دجير [- دع ,3- اجر 
2-5 - سس 2 
ةك رون (4 | 3- عل.(- ع)صفارة 3جعة- 2 رون رج 
ج/5 د الى تج 4ج 6.اجسير 
1*2 

*و4- 7و3 3 2- 
و4- ؟'ى : لتس :نيوز 9 

و ل 1+2 5052 
لمش و 153 إ ريو يز - تلت وواروارة 1 حتفا |" 
ماس سح [[11 -(21 1 نه (2 ) / 1111 وم 
6 عرب عر هيمر 3 <--33 3جير [ +ع اعسيبير 

58 2 - : 3 

3-1 دل ميدن )17 7 اسقط وو 2- + نا 

2-4 مين وتجدير 2-3 3جير 
21-7 2 
هذا (18 لفاس ود احللجتووزرم 

21 ل مجر 33 مسجم 2 دج ت2سجير 


2 ممعم لأككتاىا لم8 101/4 ناخ الاع .انا 


0 
7 . 


صل الثالث 


3 معهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


ليكن 1 مجالا من 919: ند نقطة من ف4» ( يداغ 7 و91 ج 1: /ر 
نقول عن الدالة / أنها قابلة للاشتقاق عند م إذا وجد عدد حقيقي 7 بحيث 


هم (0) 4220-1 ميزنا وتسمى 5 مشتقة /ر عند و و نرمز لبا+ (م8)'/ 
م3 ودع دي بارج عر 


و نقول عن /. أنها قابلة للاشتقاق على مجال1 إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل نقطة م من/ 
وتسمى الدالة 
ع ا ا 

)م جم 
بالمشتقة الأولى للدالة /ر 
ملاحظة١:‏ / قابلة للاشتقاق عند مد إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي5 و تابع © لمتغير حقيقي بحيث من 
أجل كل (7/+120) يكون لدينا 

0 - (ل)ع سنا , (ل)عط + طط+ (مح)/ - وا +مت) ل 


ملاحظة؟: '((,<) )ع (,د)'/ 
5 2, التفسير المتدسبي لمفهوم المشتقة 


مشتقة /. عند ,ا هو ميل المماس للمنحني © الممثل ل عند 
النقطة 00 ذات الإحداثية ((0) وت 


اللا _ (ج)/ حور 


وأا دع ير 


- ميل المستقيم ((1) 


ع 


عندما يؤول * إلى ,: نلاحظ أن المستقيم (18) يؤول إلى 1101 المماس لم © عند 140 


4 ع38م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


005 اللضنكة 
إذا كانت الدالة ند - نر قابلة للاشتقاق على المجال 1 من91 فإن المشتقة الأولى للدالة(<)ثر - بر 


تال لظ تك يمن - م" 
ويرمز لبا بإحدى الرموز التالية: 
4 4 0 ل 
4 لاد أو [() 1د او () كر او ل 
ومنه فلايجاد المشتقة ل 0 التعريف نتبع الخطوات التالية: 
)١‏ نتحسب مقدار تغير الدالة (*«)/ إلى (حث + :<) /ر 
( نحسب الفارق (*3) /ر - (حث + ع) رو 
قار عط نا حمطا ف 55 


1 بقسمة (*«)/ - (ننك + <) / على حك 


4 «الخبراخيين اتننخة مساب انيه ال فشع كيين - 7080 


مثال :١‏ أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريف للدالة 5 +2 - (3)/ 
الحل: 
)١‏ تحسب مقدار تغير الدالة (*«)/ إلى (حث + :«) ر 
5 +(حة + )2 - (جذة +عر) ل 
١؟)‏ تحسب الفارق(*«)/ - (عرث + ع« ) ر 
23 - 5 -22 - 5 + :233 + 22 - (5 + 22) - 5 + (عتذ + :)2 - (0) [ - (عنظ + عد) / 


( نحسب متوسطل التغير (3) /.- 450 + تاك يه بقسمة («)/ - (ننك + *) / على حا 


حدة _ 0)/ -ضند + عار 
حل حل 
)/- 7 تلك ون - 10 


-2 


7 -2 صل ار ستاك يي - 12 


ونتطرق إلى حلول الأمثلة التالية باختصار ويمكن 7 تفصيلها كما هو موضحا ع المثال الأول 


45 ع58م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال ؟: أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريف للدالة 2 + 6 -(*) / 


الحل: 
1-2 ل 
القع يلدت 5 هش عست 05( 
جحل الفيداة جحل 
2 2 
2 دج + 2 سن "شالج عقحة رن _ [2+ حا -|2 + “دا + عش خا رن _ 
جاجد ال (0ججحد 100 (جسددة 
مثال ؟: أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريف للدالة 0.3712 -1.2 > نر 
الحل: 
لتسة.ه- 1.2 -| “مد جسات0 - 2 ون (ما/ - «محجس ال ون «قبى 
1771 0ج يورك 771 لله 000 
*سرة.0 + 1.2- “(مخ)0.3 - بمخم0.6 - “,0.3 5 
2100 و 
1 7 67م ل ا د ع 57 
0ج يررك 77 0جسيررى 
مثال4: أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريف للدالة 34/2 +2 -<ى 
الحل: 
*2-3- :5خ +))ة +2 . _ ()ء- قذ+ا)د 0 كعك _, 
31م 0 ل د اي 11 5 
في 5ن #زمم)3 + ينين + 23/2 - 
غ#خق ممية - 
2 
يوحي يم اوح لل ا بوت 
(0جردى 31م جرد 
مثال 4: أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريض للدالة 3-7/ه > (<) / 
الحل: 
-ع3ل/ء - 7 لسك م نا 1120 0 دور 
عر3لء + 7 ا 0_2 77 
-عرذل + 7 3-7ل١‏ + 7- (حط + راذل. 
حاد 5-0 3482-7-37 +312 وم - 
[ 32-7 + 7 -(إعحة + عاذ أجل معد ا حةث +عرا3 أجل 0جعة 
3 3 


اا وم ب لي - 
ا -عرولء + 7 3-7 + 7-عرذلء -ع3/ء + 7 -(عتل + عر)3/, مجع 
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2 1 
7 5 تاد _- )ا 4 (3)2 (7 5 00 35 )75-1 - 4 


2 


جب تم اليم 


قزل + [ة- )ا ِ 22 


73+ تم) 
1 
32-2 4- 3 

متقكتفاة 1 لد - 6 
كد 22-5 م 


+ تك قعية] 1 (ه- 23( خنتاء :- 4 ل )لور 
5+ 2138-4 '(5+:2) وما 


- دار 


نمرين؟: إذا كان در +1+2-”# أوجد 4 


الحل: لدينا رج ةدر +2 +1-م وبالتالي فإن “20+ )27 - بر ومنه فإن 


1 4 4 
(دة)-ة جر ب :3/.- ,3 
1 2# 
1 


1 
لم3 6/492 مم3 402غ1 2رة»4- , 
1 4ك 3م36 الى تشجفت برب 
2 7 27 


(5+ع)*[3- تمه) - بر (4 
7[ ر4) +(5 +)|[3- دج)د6 !ا -3[2 - ر4) +(5 +)|3 - دماج 24 - اق 
|3 2ير4 + 80 + 00 - 2ر4) -[3 - 2ير4 + (5 + عر/ز6 |3 - 2ر4) - 
[3-+80 + 3[202- 4«2) - 
حت دمر رو 
7 + و 


7 ع38م 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


1 

5 13ج + 13+ 3ج)- 3-ي+13+ 13 - بور 
4 
5 


5 [13-م +3 - اي" «13- 12 دمر 


(2-3()2+2)-(+ة- 2م) 2+ ا 
[ة- 2م) 
(6- جد + 2(22 +2)2- _ لاا 2 +2 2 
3(3- )تير [+3- 9 


> 4 القوانين العامة للمشتات 


القانون١:‏ اشتقاق الدوال ذات الأس7 


لتكن الدالة: ”2 - (2«) /ر د بر 
فإن ”ع د ابر 

مثال؟: إذا كانت - بر 

فإن مر - ابرق ح "بر 
مثال/: إذا كانت * 2 دنر 

فإن 5 يرجه د ا-شت ير 4 - 'بر 


كا سس هم 


ومنه فان مشتقة * - 7[ تساوي العدد 1[ 

لأن 2-1 "عر دعر[ح برع د بر 

القانون؟: مشتق الدالة الثابتة © - : حيث © عدد حقيقي معلوم هو 0 - “بر 
مثال4: إذا كانت 7 - :ز فإن 0 - 27 و إذا كانت 5- - نر فإن 0 - 'ن 


8 ممعم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


القانون ؟: مشتق الدالة "ته - بر هو ! نهم - “بر 
مثال4: إذا كانت *32 - بر 
فإن 18«<5- 661 » 3- "نر 


مشال1: أوجد مشتقة الدالة «/ة5 - بر 


الحل: 
1 
لدينا 5)3 - لاة - بر 
7 | تم 1 -, 
إذا 5 ودود 0 


القاذون:: مشتقة مجموع أو فوارق دوال 
لتكن الدالة (*)'7/ تكتب على الشكل (2),/ +(0)يي/ ...+ )ور + (د)ير - () 7 حيث (0) ...وال 
دوال فابلة للاشتقاق فإن (يت) يرع أ ى رع... ع دور عور و" 


مثال :٠١‏ لتكن الدالة 72-12 + 2ر5 - 3ت ير4 د بر 
فإن 124-27 د لامر ب ا2ير2 برك د لاير4 ه31 ح أب 


القانون40: مشتقة جداء دالتين 


لتكن الدالة («)/ تكتب على الشكل (<*):/.(7)/ - («)87 حيث (2)ج/ ,(2) / دالتين 
قابلتين للاشتقاق على المجال 1 من 91 .إن (),/20) 12 +0) 170/2 - ()'_ 
مثال :١١‏ لتكن الدالة (1 +<2()4 -32) - ( )1 

(2 -عر4)3 + (1+ ع«3)4- («)'_] 
24-5 12-8 + 3 +خ12- 


القانون 1: مشتقة قسمة دالتين 


فإن 


0 
6) 

على المجال 7 من 91 و#60():/ على المجال 7 من91. فإن 
101 - همه ووم 


لتكن الدالة (:) تكتب على الشحل للك - (:)#/حيث (:) :/ ,(*) 6. قابلتين للاشتقاق 


0 يم) 
مثال ؟1: أوجد تشتف انذاة دير يع يغ 
21-1 2 
الحل: 
لدينا "برق - + "بوة 734 تدر عت "يوقت () 2 و 2 تت 1 ع2 د ور 
إذا 
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16 - (2-1) 562 _ “دق » 2 -(2-1) د56 2 00 10 - اوها ور 


*(2-1) *(22-1) اث 4 
(82*022-7 _ *5626- '962 _ '162- 562 - 11227 _ 
2-7) 22-7 2-27) 


القانون ا : مشتقة الدالة التي تكتب على الشكل "((2) /) - (:) ]1 
إذا كانت "((2)/) - (7')2 حيث ()/. قابلة للاشتقاق فإن 
()'/ “ "(() )م - ودار 
مثال ؟١:‏ أوجد مشتقة الدالة *(2 -32 + 4)22 - (عر)/ - بر 
الحل: 
لدينا ‏ 3+ جه -(<«)ثث/ر ج (32-2 + 222) - (ز)ر 
إذا (2()4+3 - 32 + 8)2:2 - (3 + ير4) 2(24 ع3 + 2:2 )224 - (2) "7 ع “بر 


القانون 4: مشتق مقلوب دالة 


لتكن (<)عج دالة قابلة للاشتقاق و0 * (*«)م عند كل نقاط 7 من وى لدت ور دشان ش 


(«دي)ع 
)'م - 1 1 
2 -<(»)'/ر- 0 
“(ند)ع) 
مثال:1: لتكن (22-1) - (د)اع حيث ص : <(2«)/ دنر 


2 7 (1-ع0 - ِ 


2 0 م حت / 
3 تيه 3 م0 - () تر < («) رز 


القانون4 : مشتق الدوال المركبة 
لتكن الدالة («)/ - 2 حيث («)ع - بر أي أن ((«)ع)/ - 2 فإن 
وك 042 2 _ 42 
4 به 6 
مثال 16: لتكن الدالة 4 +:2 + بر - 2 و *2ة - بر أي أن 
4 +[ 25:2 + [52) - 7 
فإن [2 + رة)<10 - (<2[10 + 2رو) - 22-2 _ 2 


نعوض «ز ب 52 فيكون لدينا ([2 + 10754 1 5 (تدك)تاء.ه! 5 4 


0 ععهم لأككتاىا 8410 101/4 ناخ الاع .انا 


معادلة المماس والناظع ( العمودي على المماس ) للمنحفى ()/ر - :زر 
نذكر بمعادلة الخط المستقيم 
معادلة الخط المستقيم ذا الميل 7# والمار بالنقطة (0.م:) تعطى بما يلي : 
(30 -71)2 2 ون - نز 
مثال ؟1: اكتب معادلة المماس للمنحني “2+3 -: عند النقطة (1,3-) 
الحل: ميل المماس عند النقطة ( 1,3 -) هو مشتق الدالة عند هذه النقطة 


0 يإ 5-0 . 


(م - نتن« د وبر بر 
2-2--(1+غ2)2--3-بجر +د|(1-)-عإم -3-بر 
[ +خ+2-- بر + 22-2+3- - بر جد 


مثال 17 : اكتب معادلة العمودي على المماس للمنحني *+ + 2 - «ز عند النقطة (1,3-) 
الحل: لتكن 77 ميل المماس و 717 ميل العمودي عليه إذن 1- - ,71 71 أي أن _ 771 
من المثال السابق ميل المماس 2- - 71 فان ميل العمودي عليه << لب - - - ,ار 
معادلة العمودي على المماس 
( و - :)رة” ح وبر - بر 
(1+ع)ج - 3- نر دإزة-)- مإ - 3-ر 


17 1 1 
جرس د بر جه 3+ - + عر د تراد 
2 2 25 


نمرين :١‏ اشتق الدوال الآتية: 


«3ل. - -» )3 خط ]د برد 3م +13 + 13 - برا 
2 


2 
ع3- يعر 


عف <60)/ 60 تتك ور و (كجم*(د- تمهاد ره 
5+ 


2 


5( +تم) 


1 ععموم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


16 4 4 (4ه4 
2 + )ججح د زع2 + [ا)جحغا4 - |21)2 + 1اج ها 2 < تت 
(2+ اج ك1 - (ب+ )سه - (2:12+ 01ج 24 - ل 
تمرين؟: لتكن (7) 5+ :2 -(4)/ - 5 هي معادلة المسافة بدلالة الزمن. أوجد السرعة الآنية عند 
اللحظة 3560705 5 - غ . 


الحل: السرعة الآنية هى معدل تغير المسافة 5 بالنسبة للزمن + وتعطى بالمشتقة 2 
ب : 7 
السرعة الآنية عند اللحظة 56007145 5 - ] هي : 
١‏ 52-150 >6 حور لك - (ل عند النقطة 5 )2 


نمرين١:‏ احسب باستعمال التعريف مشتقة الدوال التالية: 


 7(«25-+3+ 2‏ 7-# 5+ عم--تر(ة 5- عر - بر(3 7 -رررآ 
3-1 د برر8 4-3 + 2ح بر(6 2+3 - بر(4 2-2-7 


نمرين؟: أوجد المشتقة الأولى لما يلي: 


توي اك 0 تدا اك 2 
جع ترر6) 2*2 


3-1 
2- 2 23 22-5 
3 2 وت 1-خ 5 سال سدح 7037 -1( 2 
ع السك دروا (70)2-1 6 107 > 
و رو , تن د خيرم -., 
عد + 232 150 نمع - :ر(3 1 (1.9 )0 - ررة للحم )3 
21+18 4 +ع7- 312 
“رقاقيم دبرروز ‏ 1-علءث دبررها جه يرو جتبسيه 
2ج ف 3 - 6ر4 
2-2 1.9 2 + عرب - 3ع 2) - بر(10 1 
حَ سلا ح:[(15 ع«د-سحت5([2 
عر دين ان مدر 


2 ععهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


نهرين؟: لتكن ؟ معادلة المسافة معطاة بدلالة الزمن + أوجد السرعة الآنية عند اللحظة المعطاة 


38 5 
1-29 -2(4 25 غ ,(2 +ع1.4:2()3)- وز[ 
2+7 


نهمرين:: أوجد ميل المماس للمنحنيات المعطاة عند النقاط المحددة 


دم (تعه)نا :00 
5+6 


رم 
1- 8 < ترر4 2 - 0“ َك -3(1 
-م -00 لال00 


)2 3 -عر,(2 + 1()52:2 + عر4 - 22 3) - بررآ 


نمرينه: 
اكتب معادلتي المماس والناظم ( العمودي على المماس) للمنحنى المعطى عند النقطة المعطاة 
يرو #بردوس(3 (1,8-):322 +ع - 4 - بر(2 (2,4) :4-0 +بر2 3 (آ1 


5 5. قواعد اشتقاق الدوال المثلفية 1 


)١‏ لتكن الدالة 5121 - نر حيث 2 دالة + قابلة للاشتقاق على المجال 1 من 91 فإن 


)١‏ لتكن الدالة 2051 - نر حيث 2 دالة 4+ قابلة للاشتقاق على المجال 1 من 91 فإن 


555597 :اك (10 5م ) 4 13 و4 ان 
و4 كه 1ك 4 
مثال14: لتكن الدالة (3- 223)زو - نر 
فإن (3- ثم 2)ومن 622 - (3- 3 2)ومن 3212 ح “بر 


مثال19: أوجد مشتقة الدالة (36-2- 05)203ه - بر 


الحل: 
لدينا 684 + *64 - 0 جه 2031-3632 دن 
إذا (382- 263)منو(ة-66 + 6642)- ح ابر 


3 معهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


") لتكن الدالة 3881 - نر حيث : دالة 4 قابلة للاشتقاق على المجال 1 من 91 فإن 


المتططم ١‏ هلللا دخ عدت ددح 
و4 4 10ل عل 11ل ع 
مثال ٠؟:‏ إذا كانت “1807 - نر فأوجد 4 
ل 
الحل: 
لدينا ا--” ير دين 
44 
إذا ل مو 3ر2 - والبي تكن (ننصة) 4 ع “بز 
و4 و4 
؛) لتكن الدالة 0011 ><« حيث : دالة + قابلة للاشتقاق على المجال 1[ من 91 فإن 
و0 007 دك 11ل ع 


مثال ١؟:‏ احسب مشتقة الدالة <0]3» - بز 


الحل: 
لدينا 3- - ختعز3 ح عع 
01 
ومنه فإن 3 “عو 3- د 1ن تمي 41 _ ري (111أ66) 4 -, 


و4 و4 
©) لتكن الدالة 5601 > حيث 2 دالة + قابلة للاشتقاق على المجال 1 من 91 فإن 
ع5 ل ا _ عه وين 


مثال؟؟: احسب مشتقة الدالة *6ع256 زر 


الحل: 
0 2 
لدينا 26# --ل جه # د 1ن 
3 0319 
ومنه 82ععو #2 جه 20 د برععو ع 0 - لتنا - 
00 08 


1) لتكن الدالة 0501 - :زر حيث 1 دالة 2+ قابلة للاشتقاق على المجال 1 من 91 فإن 


اك ١‏ ل 1 _- , 
9 


4 ع38م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال؟؟: احسب مشتقة الدالة 3دعق - بر 


407 (لاعو ) 4 , 
للكت 45 _ 3 


5 2 
ومنة ثروي أبرؤون ر3- د يروي انأم 1 
09 


مثال4؟: احسب مشتقة الدالة (3- ©2«2)عوح - 
الحل: 
41 
لدينا 223-32221034 دن 
دك 


(3- تج2)ءى(3- 27 )امه *ج10- د بمو جهن 2 9 اود - 
0 


ل 


تمرين: احسب المشتقة الأولى للدوال التالية: 
5 
2 . ع ح بر (4 12+ «2)ءهة - بر (3 شفع ساعز زد 
لو 6ن 2 


توعوول د بر( *(دومه -دهله) د بر  7(‏ ع توم + أل دبر( 6‏ *“هامه- *ج) ررك 


+32 “مو د نر ]1 


322 “صنو - بر ]1 

*د3ومه 322 ثصزوع30 - 32ومء(62) 322 “موك - بر 
1 

2(1- 2182- 
3 


آة 1 4 1د 1 1 
“عمو -- ج] <- أعم سه - د لها - 0 
:3" . وم 26 2 


5 
12 + +2)ءءة - بر (3 


5 5 3 
1(2 + 2)ءه5 1(2 + 2)صها (1(2)2 + 36 حبر 


5 5 3 
1(2+ 2)ءهة 1(2 + <2)هها 1(2 + <5)2 - 


55 ع58وم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


5 5 3 
12+ ع2)ءهةة 1(2 + «2)صة 1(2 + <5)2 - 
1 


عد دزو 22 


دمر 4 
عدومء<3 + 2 مزة 2 2 عرومءع ‏ مز 322 +ع لصزو 2 , 
ا 000 عر ي8ش٠ي‏ بتكت سس ل 2 12 
عد لو تعر “ع تمنو 2م) 
6(3م» - *عر) د بر(ر5 
3 “عي + 3ر4) "دام - 3 سر 


4 2 بر 
ا 1ل د نرز6 


1 1 
: 2 2 5 6 2 1 , 
#دشلوعوم 2 2 ومن + 1)- - (ع مرزوع وم 2-) 2 ا ا 0 


مر 


ع توم + [ليء 


*(دومهء - عد صزة) - بر (7 
حصو + دومء) (عدومء - ع مزو)2 - ابر 


(+ تومء 20-2 -(ع تومه ع 2مؤو)2 - 


تراعوح - / ترعوم) - تبرعوع/. - برزق8 


1 
أ برعو أعرزاون ب 2ة) 2 زترعي) . ح “نر 


55 


5-5-9 
8 3 4 3 
قروو تع أعوع ا - تبرعو ترون قر * عون عت 
نمرين تدريبي : ااحسب مشتقة الدوال التالية: 

(2ح)صة + 3/2 - نر(13 (1- 2ع)منو(4 +بع7 - ذم) د برج د تمزوح )مآ 
+دعع5 7+ ع2 - 14 03 -2) مما برا(8 42 مها - (<) 2 

3 1 3 
3 2 3 - )جره 2 خي 0 . 962 2ت (1) ثر(3 

آأ+ )مده +ءأ («)/دةا1 0 عدو 5 - بر 

د 64م 3 - (د)/(16 7 2مهو2 -(10(/)2 2 برءى 3-+2- 2رلة- برزه 
م2 + #رجعو - (م)ر/ 17 دبرهزة + 3/2 - بر(11 [ 2 - ل أله مله - برق 

2 
2ح4 هه - ()/(18 ) * )3م -)/ (12 («لءة) 2ومه - (د) /(6 

1[ +ع 


6 عع38م لككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


0 لفان تون لوقه ند ريه 


5 - 6- 1. قوانين اشتقاق الدوال الاسية 
القانون١:‏ إذا كانت لدينا الدالة “52 :زر حيث 2 دالة قابلة للاشتقاق 4 * فإن 


1 24 111 عون د ا 
1 


مشال 0؟: اشتق الدالة المعرفة كما يلى: (كبمه تقار 8 دنر 
الحل: 
5+ 4+ مج 2 ما 32 ع د48) -(4 3-1 د6) 122 5+ 4+ 2 8- 1 


القانون؟: اشتقاق الدالة الأسية ذات الأساس الطبيعى 2,718 62 
إذا كانت لدينا الدالة “© 7-8 حيث 2 دالة قابلة للاشتقاق 4 « فإن 


, 


5 44 
9ن 5 د جد 
- 


مثال 1؟: احسب المشتقة الأولى للدالة التالية: '***ج 8 - بر 
الحل: 

المشتقة الأولى للدالة السابقة يعطى كما يلي: 2م16 د !22م 2 برق ح ابر 
مثال7؟: إذا كانت *ظثج 5 د بر 


فإن ‏ *"ثعيروون 5- حابر 


85 رانين شقان الدوان الذي عافكية 


الفانون١:‏ إذا كانت لدينا الدالة « م5108 >< حيث 1 0,6 < © ولتكن 2 دالة قابلة للاشتقاق 4# 3 
فإن المشتقة الأولى تعطى كما يلي: 


وي ور الال ل 
2ك 1ك حك 
مثال4؟: احسب المشتقة الأولى للدالة التالية: ( تدماعماة بر 


الحل: 


4 4 
المشتقة الأولى للدالة السابقة يعطى كما يلى : مركا يور نكا وهال 2005 بر 
١‏ :. 2 2د 


7 ع38م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


(2 + 3هاء)* تم - *23 + 3ما *23, -| ا ف 


3 <بر(6 
“دح ابر 
5 ا )7 


6 5-5 ا روه 1 4 
١‏ عي 

د م4 كلد ما 0-1 1 
] +2[ بل ا عد+1 + عوج 7797 سسسب ح (2) زر 


1 0 


+ + تدجالاة_ 2 + [لء 
و7 2 + [له تر جع 2ر + 1ه 


نمرين تدريبي : احسب مشتقة الدوال التالية: 


7-1 + 2مرة- إما - برجا 


2 
تدع 10 - بر(8 1 
23 
35-2 
فلكو برز19 
1 
2 + أي بر(20 


|1 تمدارهها تبر د21 


1 - تاها 7 220 
0 
(3+ 2)ما2 


(2+3) وعما| | +52+ 0 (24 


23([:- 


الع اح از - برز9 
1+ ترلء 


اك 5 :10 


و - مه 00 11 
23 


120: 5 2ج-)وون‎ ١ 


2 
دع 13113 
ا 


تدم - 2 برر14 


“زعملا - نررد1 


1- 1 
27 
(5 + )تا 


- برر6! 


1 ممت 


[ا- 3 36 / درا 


1 -1 
2(12- 2# 1 37 


دة كم -:(3 


ع3 22-3- 1 . - نر 4 


000 9 دوز 


تدله ها 3بر- بر(6 
روم + دع 


1 ة- *2-ج2 


71 


(3-)1] تبرومو دنر (8 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


8 عع38م 


3 دمر )1 

كما تكن د[ ترة) كك رومز *3ود ار 
4 

عد مذو “22ج ح بر (2 


-2 


36 د[ ع--ى) 1 حرزة + (3 )> 6- ابر 


-2 


عق زو 2-ج2 - بر3ومح 


(«3مذو2 -ع3ومع3) *2م- 
(3+عاما2 - “(3 + ماما - بر جه [3 + ماما - :1 (3 
يي © لط ويك 
+4 


عدما * ع د مر (4 


دما - 1 دعرو[ *“م - - د مها +( > ح ابر 


(3 +ع) “ماد نر زة 


(3 اناه روي 2 رودي يود د زد يوي يود :3ه 
4+3 حل 2+3 ّْ و4 و44 
القانون؟: إذا كانت لدينا الدالة 7-121 حيث 2 دالة قابلة للاشتقاق 4 * فإن 
“لغ _ 4ك _, 
وك 
مثال 9؟: اشتق الدالة التالية: 2م[ *7ه - بر 


الحل: 
م دما - 2)- براه + لم1 *تج سح ابر 


37 1# 
تمرين :ااحسب المشتقة الأولى للدوال التالية: 
عدصا “ع د مر (4ك4 3 +عاما د نر (3 وسو >2 ع بر(2 بر )1 


| 2+ الء+ عاما- مم ره (5- تعتق)يوماد نر (7. *3 2 د بر(6 (3+ع)2مادنررة 


9 ععهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


2 - 7 الاشتقاق الحمني 


تعرف الدالة ْ بعض الحالات بمعادلة من الشكل 0 - (:[,3)/. تحتوي المتغير* وقيمة الدالة نز 


مثال١:‏ 
4 1- نود 
إحدى الطرق لحساب المشتقة الأولى ل هي كتابة المعادلة (1) من الشكل: 
1 
)2( دور 
8 


ومنة يمكن حساب المشتقة كما يلي: 


-41_ه 
م داع حك 
كما أنه يوجد إمكانية أخرى وذلك باشتقاق طرِك المعادلة (1) قبل كتابة 7 بدلالة دالة شك المتغير < 


٠‏ باعتبارها دالة قابلة للاشتقاق( وإن كان ليس دائما هو الحال): ومنه فإن: 


وي ا 5598 4 055930 نا 
0 اد () 2 + (0) + > (0- -(010ير 


ثم نستخرج 0 بدلالة 3,7 


نعوض (2) # العبارة الأخيرة فنحصل على: 


ل_ نيه 
1# جه 


© الطريقة الثانية لحساب المشتقة تسمى بالاشتقاق الضمنى وتستعمل 4 حساب مشتقة دالة معرفة 
بشكل ضمني بمعادلة من الشكل: 0 > (جز,ة) ل 


0 عع3م لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


دون حل هذه المعادلة وذلك باشتقاق طربة هذه المعادلة ثم نستخرح فيمة المستقة “سس بدلالة 2 


٠.‏ ويستعمل الاشتقاق الضمنى خاصة عندما يصعب أو لا يمكن كتابة 7 بدلالة المتغير د وعندها 
نكتفى 4 حساب المشتقة 7[ بكتابة عبارتها بدلالة 1,17 


فقاعدة 
لتكن المعادلة 0 -(:3,1)/. تحتوي المتغير* وقيمة الدالة 'ز فإن اشتقاق ”2 بالنسبة ل يعطى بما يلي: 
د (2407 
448 
إننا اشتققنا 7 ضمنيا بالنسبة ++ و ذلك باعتبارز دالة ْ *« معرفة بشكل ضمني بالمعادلة المعطاة 


0 > (بر,ة) ل 


"رذ ”وم - 7 ”برو 


مثال١؟:‏ أوجد ل شك ما يلى : 
2ل 5 


1) 5+بيورع2ع3- تور 
الحل: 
نشتق طرِتٌ المعادلة (1) فنحصل على: 
"برد + برد ع6 - ابر بورة + ذبر 
6 + أير - برح ارود - أو و3 ج 
61 + ذبر -بر |1 - 2:ر3) رج 
6 + أبر- بر 


د “برج 
(2-1برة)ج , 


مثال؟؟: ليكن 0- “بر + :و2 - 2 أوجد المشتقة الأولى ' 
الحل: 
نشتق طرغؤ المعادلة المعطاة فنحصل على: 
4 اد و 4 
00--( 7 + و22 - )ب 
3-00 اي 


0- بور + ابور2 - بر 2 - ع2 جح 


_ جنك - 2 


70-1 - 'برج 22 - بز2 - (2 - بر2)'بر جد 


61 ععهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال"؟: استخدم الاشتقاق الضمني لحساب المشتقة الأولى فيما يلي: 


1[ در ذ3بر- درر4 31 غررع ودشوشنه ,27 2 تروزو + دبرد )1 
د مل 


1) نشتق طرك المعادلة بالنسبة 3+1 فنحصل على 


د01 م اك 
2 2 نزوم "نو + “بز 10 جد| 4ع تت د انز وزو د فتركاات 
0 الشركة ]2 [د رك 
ومنه فان +28 - 'برزتروم + :10) 
وبالتالي فإنه يمكن كتابة المشتقة الأولى 'بز بدلالة 3,7 


8 _- 
تروم» + :0 1 
وباتباع نفس الخطوات السابقة يكون لدينا ما يلي: 


31 


حك أ|ع دل 
2- 
اذم 
جك س0 
3 07ل 
سععالاه الم ماله روج للش يي - 1 )3 
(ر-ع) ر- ع أل 8 


(بر+ )زب - 1) -(بر- ع)زير +1)- “زر - )2 ج 
نز - عدت روس جز + ( مز + عزج بز - )"بر - “(ير- )2 ج 
بر2 -(2)"بر- “(بر- )22 ج 


2 عع3م لأككلتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


يمكن استخدام الاشتقاق الضمني لحساب المشتقة لدوال لم نتطرق إليها من قبل أو يصعب معرفة قانون 
المشتقة لبا كما هو موضح ع المثال التالي:. 


مثال4؟: أوجد "بر إذا كان * - نر 
الحل: 
لدينا ماع ح نرم[ ج “ما د نرم[ ج *2 دبز 
نشتق الطرفين فنحصل على: 
ل إدج مهكد 
#ِ 1 


(1 +ع ما)برد نرج [ جروا 2 


و1 
نعوض قيمة ** >7 إذن يصبح لدينا (1+ ه1!) *+ - بر 

مثال 0؟: اكتب معادلتي المماس والناظم ( العمودي على المماس) للمنحنى 25 - 22+ 55 عند النقطة 
(3.4) 

الحل: ميل المماس 

نشتق طرك المعادلة بالنسبة للمتغير*: فيكون لدينا 


+ د برج م2 د برر2 ج 0 - 'بورر2 +22 جه 25 - + 1 
ف 3 


23(_.3-_ )برك 


0 0 تل -ح 711 
4 24 (3,4)ه 
معادلة المماس هي 
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(مد-ع)م- ول 


ميل العمودي على المماس > - حب - ل - رام 


( مد - )رم د وتردبر 


4 4 4 
0 ا 0 
ب - برج 3 برد( 0 0 


2 - ©, الإميئلة 


نهرين ١‏ : احسب ضمنيا المشتقة الأولى للدوال التالية 


واكك تر 9 + برح عروززو بر - "نج + بود[ 


برعو +1 
عد (نر+ تبوم) مها (8 00> بر - بورك + 2:و2(3:2 
7 - 2بر4 - 32ر9 3 عرب برةعرة - 2بوةع(3 
وير - 2م - برورزو دبر(10 ودشي 
2 9 
عد ع برسزو + برر1 1 ع - 2(3برق3 + 2ع)(5 
ودرويمة د - فورب 7#بود(6 
نفرين؟: احسب مبل المماس لمنحنى الدوال التالية عند النقاط المعطاة: 
[الأسيق جوت لاثووب #اتبروة (3,1) :6-0 + #بودة - برةع (1 
رقم ع 'تحدري (10,3) :0 1 جع - 2بر(3 
بن ترج 1 
نمرين؟: 
اكتب معادلتي المماس والناظم ( العمودي على المماس) للمنحنى المعطى بالمعادلات التالية عند النقطة 
المحددة 


(1,2-): 100+ 2برة -برةع (1 (3-0:)1,1- 2بر+ بود2 (2 (01,2) :2-3-0 + 32 - 1:2 (3 
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2 - 9 ,. المشتقات من الرتية الطيا 


تعريف: 

تعرف المشتقة من الرتبة 7 للدالة («)/ على أنها المشتقة الأولى للمشتقة (7-1) للدالة («)/ر 
بشرط أن تكون الدالة قابلة للاشتقاق 7 من المرات 
فمثلا المشتقة السابعة هي المشتقة الأولى للمشتقة السادسة ولذلك لإيجاد المشتقة من الرتبة 7 نبداً بالدالة 
فنحسب المشتقة الأولى ثم الثانية ثم الثالثة...ثم المشتقة من الرتبة 7-1 ثم المشتقة من الرتبة 71 
لتكن («اثي - براحيث بردالة 4 +« وولنمفرض أنث/ر قابلة لاشتقاق ” من المرات على المجال 7 د 91. 
فيكون لدينا التعريفات الآتية 

5 2 كك خوك 0ح 
ووم (0اناة _ م« 


الله كات لكا (المشتقة الأولى ذير بالنسبة 3+« ) 
و ل ان 
()7)ة _ 2ه 
رح ا لس “نل (المشتقة الثانية لبر بالنسبة ل) 
ىف 68 
زوا" اه على 520 0 
ا ا ان 3 (المشتقة الثالثة ذير والتتسية 3 عرع 
13 4 
ىهم اتناك _ 217 _ كر (للمشةة الواعة ذو والتسية ذبن 


_ 3 ا‎ ١ 570 


ا (للمشتعة + دبز والتسية ذئ 

0 
مثال"" : أوجد المشتقة الثانية للدالة +« 0أو - بر 

الحل: ووو ىم 

م 
5 عدؤم» 4# _, 
دوزو - للدم 
و4 
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رذق 
مثال 57 :أ 1 


وجد حت (لمشتقة الثالثة ) إذا كانت 6 


الحل: 04 - “6 »5 -( 6 دثس» 
120 30:3 »4 د( “بيوو) كدر 
4 


- 4 )120:3[( - 3120: - 02 


قاعدة: إذا كان «ر كثيرة حدود من الدرجة 7 فإن المشتقة من الدرجة 7+1 تساوى الصفر 


مثال 4؟: أوجد 06 للدالة 5-1 + 3ر3 + 27 - بر 
الحل: 


بما ان 7 كثيرة حدود من الدرجة الخامسة إذن 0 


062 
مثال9؟: إذا كانت + م[ “ع 


1 


- بر فأوجد "بر 
الحل: 
28 0 © إعم )4 4ع م 
وان وكبا|ه مأك م1 +( وز) ك + 6- ابر 
1 1 4 4 
1. 2 ب_000*م08 5 هم-* مبرس ا ث0 *م-5 هرس ري 
عدما- عسي |* همح يرل “مب د سساح 7# ٍِ - 
ا 2 1 2 23 
مثال:4: إذا كانت “©دم! *”ء - نز فأوجد ” 


الحل: لدينا هآ 267 - رن[ *تج د بر 


٠. 5‏ ألثت ؤنالء 1 : 0 كر 

ومنه ومن المثال السايق فإن ع 6-- ل 
2 ير 

مثال١4:‏ إذا كانت 32 وزو *2”» - بر فأوجد ٠"‏ 


الحل: 
2- 1 2- «2- 4 3 
بر2 -0053:2 “7 36 -ح ع3 ماو “267 -عز3 005 3<[ )ةمذو +(«دمةة) ‏ مد ابر 
2- 
2 5 3و3 +(«3ومه) كك 86- "نر 
ةمذو “2-2 - برقومع *2-ه2)3 - بر3 ووع *2-و 6‏ بر3 وزو 9-2 - 
(32 صلوة + ع3وم 12) “72م - 
6 3386م 
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تمرين: جسم يتحرك على خط مستقيم بحيث أن المسافة (5) بالقدم 1861 عند الزمن (4) بالثانية تعطى 
بالمعادلة +3-2دى 
)١‏ أوجد السرعة الآنية عند اللحظة + تساوي ؛ ثواني 
؟) أوجد التسارع الآني عند اللحظة + تساوي ؛ ثواني 
") أوجد الزمن اللازم عندما يكون التسارع يساوي ع5 /21/ 2 
الحل 
)١‏ السرعة الآنية هى معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن 
إذن 2- 22-34 هي السرعة بعد الزمن (4) ثانية أو عند الزمن (4) من بداية الحركة 
1 9 


السرعة بعد 4 ثواني 3/566/ 46 - 2-(3)42-ي,|(2- 3:2) - كد 


؟) العجلة (التسارع) هي معدل تغير السرعة بالنسبة للزمن 


2 


ج01 0 ا 5 5 
إذن 64 حي العجلة بعد الزمن (4) ثانية أو عند الزمن (4) من بداية الحركة 


التسارع بعد 4 ثواني 


7عوو)/ 24 -4 مدن 


020 
“6 - ما دربي 
* ) الزمن اللازم عندما يكون التسارع يساوي 2ع21/56/ 2 


وا رعويري 5 
3 0 


7 عع38م لاككلتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


00 


نمرين١:‏ أوجد المشتقة المشار إليها للدوال التالية: 


6 


كه 


6 


1 
:15 + 103 - ”3 د برزم 
1 1 


للوذلا 


”بر عدم( 2+ + 1) - بر(12 


"بر :ث2 - 322 - برر1 


4 ا د بر(2 


"بر : ثير4 - 2ر6 + 7 - ب(3 
"بر ع2 - 87د برر4 


"بر *(1- )م د نرزة 


-2« 


”بز :22 صو - عرذومع) *“ ء د برز6 


نهرين؟: احسب المشتقة الثانية للدوال التالية عند النقاط المشار إليها: 


وعينة 5 
7- 


4 
37 


1--2 : 3+ “2ل *:2 - ور )] (4 


-2)/ر(ة 41:1 ”ع4 5ج + "رق - (م)ر را 


يده “2 + عر - ١/4‏ - ()/ (2 


نمرين؟: تعطى معادلة المسافة (5)671 بدلالة الزمن (4)8 أوجد السرعة والتسارع عند الزمن المشار إليه 


8 مع8هم 


1 
«4-,: ل ور(ه4 
22-3 ) 


1- 3ر/(7 +ع2) - و(5 
7-غ:2.9,2-1 - 1.8/3 - و(6 


7-+:*(22-3)- و(آ 


17-غ: 3.4-14/- و2 


7 -حع: 2 + إل.*: -3(5 
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الفصل الر ابع 
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4 الكشاكاك التضي سين 
تمهيد: 


إن دراسة القيم العظمى والصغرى المحلية ومعرفة التزايد والتناقص للدالة أهمية كبيرة 4 معرفة سلوك 
ومسار الدالة التي نحتاج إليها خاصة عند الرسم البياني للدالة كما أن لبا تطبيقات واسعة 4 العلوم 
التقنية والاقتصادية. 


4 - 1 . القيم العظمى والصغرى للدالة (2) أز 


4 - 1 - 1 . القيمة الصغرى المحلية 
نقول أن للدالة () / قيمة صغرى محلية هي (©)/. عند النقطة © من مجالها 5 إذا وجدت فترة أخرى 
(مجال آخر) /[ابحيث يكون 3 ح لو اع ع إذا تحقق: 

ع9 (©) /ر < ودار 


1 6 ) 


5ح (11,77) - 1 ,[طبه]- ى 
قيمة الدالة عند النقطة يع هي (ج©)/ 
وحتى تكون ( ,© ) /. قيمة صغرى محلية لا بد أن يكون: 
اع« وار >(ي)/ 
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أما إذا كان المجال المأخوذ هوى فإننا © هذه الحالة تسمى القيمة الصغرى بالقيمة الصغرى المطلقة 
وتكون (0) / قيمة صغرى مطلقة. 
4 - 1 - 2 . القيمة العظمى المعلية 

نقول أن للدالة (3)/.قيمة عظمى محلية وهي (©)/ عند النقطة © من مجالبا 5 إذا وجدت فترة 
أخرى( مجال آخر) /بحيث يكون 3 ح /و ! ع ء إذا تحقق 

اعع (ع) رع (دار 

لتكن قيمة الدالة عند النقطة هي (,6)/ إذا كانت 1<" 2 (<)/ <(0)/ 
فإن (/,©) / قيمة عظمى محلية 
أما إذا كان المجال 5 فإننا 4 هذه الحالة نسمي القيمة العظمى بالقيمة العظمى المطلقة وتكون 


(:©) / قيمة عظمى مطلقة. 
مشال :١‏ أوجد القيم العظمى و الصغرى للدالة 2+ - 16/:- بر 
الحل : 


الدالة 2ج - 16د بر معرفة ومستمرة على المجال [4+,4 -] وهي تبلغ قيمة عظمى تساوي 4 ش النقطة 
0 -2 لأن: 
نََ 


4 >(2*)/ من أجل كل من4 >7 >0 و 0 >2 > 4- 


نظرية 
إذا كانت الدالة (*)/. قابلة للاشتقاق ي النقطة م وتبلغ ْ هذه النقطة قيمة عظمى نسبية أو 
قيمة صغرى نسبية فإن 0 - (0<)' / 
النقاط الحرجة للدالة (*)/. هي النقاط التي تنعدم عندها المشتقة الأولى للدالة () / . 
مثال ؟: أوجد النقاط الحرجة للدالة 2 +2 - - مدر 
الحل: 
نحسب المشتقة الأولى للدالة بالنسبة للمتغير *ء نضعها تساوي الصفر و نحل المعادلة ذات المجهول « 
1 --+ أو 2< ت 0-(2()2+1 -2) 2-2 - 2برع “نر 
نعوض لك عبارة الدالة لكل قيمة لع 


4 1 1 
لما 2-2 فان خ---2 +(0(2-2)0)--0(3)-- 
ا )2( 20 1 0 
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19 2 ند دة 
1- - + فإن خ- - 2 + (1-)2 - 1(2-)2- 1(3-) 2د 
لما < فإن م +(1-)2 - ( 2 ) 3 1 


ومنهة فإن النقاط الحرجة هي : 5 37 0( 2 - و2( 


4 - 2 , الدوال المتزايدة والدوال المتقاقضة 


نظرية 
)١‏ إذا كانت المشتقة الأولى 0 < (7)'/ على الفترة المفتوحة (5,©)فإن / دالة متزايدة فعلا على هذه 
الفترة 
؟) إذا كانت المشتقة الأولى 0 > (7)'/ على الفترة المفتوحة (5,©)فإن / دالة متناقصة فعلا على هذه 
الفترة 
ومنه فإن دراسة إشارة المشتقة الأولى تمكننا من معرفة تزايد وتناقص الدالة وحساب القيم العظمى 
والصغرى للدالة 


4 - 2 - 1 , اختيار المشتقة الاولى للقيم العظمى والصغرى 


إذا كانت الدالة (<)/ تبلغ نهاية عظمى 2# النقطة م فإن مشتقة (8)/. موجبة عندما تكون ,3 >2 
وقريبة منها قربا كافيا » أي أن ميل المماس موجب # النقاط القريبة من م3 والواقعة على يسارها. و 
مشتقة (*)/ سالبة عندما تكون 1< * وقريبة منها قربا كافياء أي أن ميل المماس سالب # النقاط 
القريبة من 0 والواقعة على يمينها. 

أما إذا كان الدالة(<)/. تبلغ نهاية صغرى يك النقطة مد فإن 0 > ()'/. من أجل كل م3 > + وقريبة من 
م3 قربا كافياء و 0<(*)”/. من أجل كل ,<< * وقريبة من م« قربا كافيا. 


ومنه فلحساب النقاط الحرجة للدالة (3) /.نتبع الخطوات التالية: 
)١‏ نحسب المشتقة الأولى للدالة بالنسبة للمتغير 3 » 
؟) نبحث عن النقاط الحرجة وذلك بحل المعادلة 0 -()'" كر 
221 ندرس إشارة المشتقة الأولى عن يمين ويسار النقاط الحرجة © ويكون لدينا الحالات التالية: 
أ4) إذا تغيرت إشارة المشتقة من السالب إلى الموجب حول النقطة الحرجة © فإنه يوجد قيمة 
صغرى محلية هي (©)/. وإحداثياتها هي ((0) /,0) 
ب) إذا تغيرت إشارة المشتقة من الموجب إلى السالب حول النقطة الحرجة © فإنه يوجد 
قيمة عظمى محلية هي (©2)/. وإحداثياتها هي ([)/,) 


ج)- إذا لم تتغيرإشارة المشتقة حول النقطة الحرجة© فإنه لا يوجد قيمة قصوى على مجاله 
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٠ 
/)( - مشال ؟: أوجد القيم العظمى و الصغرى للدالة وادرس تزايد وتناقص الدالة ج-‎ 
0 


الحل: إن الدالة («)/ معرفة ومستمرة وقابلة للاشتقاق + كل نقطة من 91 ومشقتها تعطى بما يلي: 


وأن المشتقة تنعدم -22 النقاط 1- -2 و1-خ وإشارته تحدد من إشارة البسط أن المقام دوما موجب. 
ونالاحظ من الجدول التالي: 


بما أن 2(>0)"/.من أجل كل 1-> + و 0 <(2)'/. من أجل كل 1 >1>23- أي أن إشارة المشتقة 
تتحول من السالبة إلى الموجبة حول النقطة التي يكون فيها 1- -2 ومنه فالدالة (7)/. تبلغ نهاية صغرى 
محلية وهي (52-,1-) 

وأيضا 0<(*)/. من أجل كل 1>< >1- و2(>0)/ من أجل كل 2<1 أي أن إشارة المشتقة 
تتحول من الموجبة إلى السالبة حول النقطة التي يكون فيها 5-1 ومنه فالدالة (7) /. تبلغ نهاية عظمى 
محلية وهي (2 ,1) . 

كما نستنج أن الدالة متناقصة لي المجالين (1-,0-) و( +,1) لأن 0 >(2<)'/ على هذين المجالين 
ومتزايدة ع المجال (1,1-) لأن 0 < (<)' / على هذا المجال. 
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4 2 - 2 . اختيار المضتقة الثانية للقيم العظمي والصغرى 


إذا كانت قيمة المشتقة الثانية للدالة عند النقطة الحرجة سالبة فإن هذه النقطة هي قيمة عظمي محلية 


وإذا كانت قيمة المشتقة الثانية للدالة عند النقطة الحرجة موجبة فإن هذه النقطة هى قيمة صفرى محلية 
5 1 1 
مثال 4: أوجد النهايات العظمى والنهايات الصفرى للدالة 2 +2 - ا كس 


العلة 
المشتقة الأولى والثانية 
,2-2 - 2ج ع انل 
22-1 دثبر 


من المثال 9 فإن النقاط الحرجة هي كت 3 ,2( 
4 
ب : لنسبة للنقطة الحرجة (2 -,2) 
0<--1-(2)0- ُ 
2-2 
4 900 ّ 
ومنه 37 -,2) هي نهاية صغرى محلية 
بالتسية التتيلة السرحة كيم 
3>0--1-([1-)2 - 1 
[ ددع 


19 
ومنه (--,1-) هي نهاية عظمى محلية 


4 - 2 - 3 , نقطة الإنعطاف 
إذا كانت المشتقة الثانية معدومة وتغير إشارتها حول نقطة فإن هذه النقطة هي نقطة انعطاف. 
1 
مثال 0: بالنسبة للدالة 2 +22 - 0 دير 
3د 2-1-0 د”ر 


1 01 1 ”7 
إذا كان > فإن 0 > 2 وإذا كان د 0 


ومنه فعندما يكون يكون لدينا نقطة انعطاف 
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1 
لحساب الإحداثية الثانية نعوض بقيمة - > # عبارة الدالة 


11 1 7052 111 
2 +(2)0- |-1-- [-]-ع 
02-7 0 0 7 
5 11 2 500000 
إذن النقطة ل | هي نقطة انعطاف. 


2105 


نمرين : ادرس التزايد والتناقص وأوجد النقاط العظمى والصغرى ونقاط الانعطاف إن وجدت للدوال 


التالية: 
دادولل دل -ر(3 د20 ددرا 
3 كوو 1 2 16 + 
151 + *101- ”32 - ررق 5 0 اخددون 2ب ند رزو 
11-2 2-1 6 


452 | ول المتاكيات 

لرسم منحنى دالة (7)/ يمكن إتباع الخطوات التالية: 
- تحديد مجموعة تعريف الدالة () 2 . 
-حساب النهايات عند أطراف فترات مجموعة التعريف واستنتاج المستقيمات الممسات إن وجدت 
-حساب المشتقة ودراسة إشارتها ومن ثم استنتاج تزايد وتناقص الدالة. 
-إيجاد النقاط الحرجة 
-حساب المشتقة الثانية ودراسة إشارتها. 
- تلخيص كل ما سبق أ جدول تغيرات الدالة ثم رسم المنحنى . 

مثال 1: ارسم منحنى الدالة :2 +22 - م دم 

الحل : إن الدالة (3) / معرفة ومستمرة وقابلة للاشتقاق ‏ كل نقطة من 1لا 

لدينا من المثال ؛ النقطة ( -,2) هي قيمة صغرى محلية والنقطة (1,57-) هي قيمة عظمى محلية 


ومن المثال 0 النقطة 6 هي نقطة انعطاف 


النهايات: م-2 بود ترط ثيل هسنا واصد- 2 +ع ترط ث ل هذا 
1 2 صمي 3 3 


اعفد * 


5/ 3586م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


1 )(- )2- 2()++1( 


الات 

الي اس التي 
000969 2+ج * 

الحل: 


مجموعة التعريف هي:(2,6 -) لا(2-,6 -) لأن المقام ينعدم عندما يكون 2- -* أي أن الدالة غير 
معرفة عند هذه النقطة ومعرفة من أجل كل قيمة للمتغير 2- * :1 
النهايات : 


6 عع38م لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


ومنه 7-1 مستقيم مقارب © جوار رمه 
3- 2-1 ر. 3- 2-1 ا 
ولدينا 6 < - 2 ملا ومح د ]1 
0 2+2 تيير +0 242 *27يير 


ومنة 22-2 مستقيم مقارب # جواري 2- 
3 1+عخ-2 + ()(2-1)-(2 +ج)1) 


المشتقة الأورى :د ح لشت : 0 
د تبج 2# س+ج) ب 2 
3 
م2 -)ن( ,مه -اعع7 0< لس -ح (م)' 
(,2-) تا(سه ا عن سس - 70 
وبالتالي ليس هناك نقاط حرجة 
وأن الدالة متزايد ف المجالين (2-,-) و( +,2-) 
المشتقة الثانية : *(2 +ع)ة - ()'/ 
(2,6-)ن(2-,مه-) عرو و 20ج 8 - 2(3 +ع)»-- )”ل 
(2++2) 
وبالتالي ليس هناك نقاط انعطاف 
نقاط التقاطع مع المحاور: 
1 0-1 
سس سم جح اتساج 0 - 
2 1 اأفيح 5 


نقطة تقاطع مع محور العينات له 


1-ع 


1 -: :1-0- تت 0< 
نقطة تقاطع مع محور السينات : (1,0) 
جدول التغيرات 


7 ع55م لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


الرسم البياني للدالة 


-10-9 -8 -7 6 5 .4 3 2 1 1 2 3 4 55 / 8 9 0 


مثال١1:‏ ارسم منحنى الدالة :1527- ع دير 


الحل : 

إن الدالة () كر معرفقة ومستمرة وفابلة للاشتقاق ‏ كل نقطة من 91 
النهايات: © - (د) كر حطة! ,مع ح وعدا د1! 

المشتقة الأولى: (3-+)(3 + عر) #بر5 - 2ر45 - 4ر5 - "بر 

المشتقة الثانية: 90- 2022 ح تبر 


لحساب النقاط الحرجة » نحل المعادلة 0ع 452 - *بر5 
3-,0,3 دع ه 0 (9- ثع)*ر5ةه 0- 2م45 - ثرة 
نستعمل اختيار المشتقة الثانية 


ما 0ه فإن 0ن د0و- 20:3 - 


ح عو 


دع 


لما 2-3 فإن 0 < 270 - (90)3 - 20)3(3 - 90 2023 - 
١‏ و8حجعر 3 -+1 


ومنه فإن الدالة تبلغ نهاية صغرى محلية عند 2-3 
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2- - 15)3(3- 3(5) - برج 3 دع 
إذن (162-,3) هي نهاية صغرى محلية 


لما 3--2 فإن0 >270- - (3-)90- 3(3-)20 - مو 203 - / 
2 


ومنه فإن الدالة تبلغ نهاية عظمى محلية عند 3- -<2 
2- 3(3-)15- *(3-) - برج 2-3 

إذن (3,162-) هي نهاية عظمى محلية 
ولنستعمل اختبار المشتقة الأولى للنقطة الحرجة (0,0) 

22-9(>0) 52ح 'بر :0 >ع 

0 >(22-9) 52ح بر :0 <ع 
أي أن لا يوجد تغيير لإشارة المشتقة الأولى ل جوار 0 >2 ومنه (0,0) لاهي نهاية صغرى ولا عظمى 
لنبحث عن نقطة الانعطاف إن وجدت بوضع 0 - "بر 

9(<0- 90-102)222- :202 - ”بر 


مسري وعوف 

2 *2ل/” 

لندرس تغيرات إشارة للمشتقة الثائية بجوار هذه النقال 
يكنا ١‏ 200 "زو :احج :0< "بر +20ديز 

ومنه (0,0) هي نقطة انعطاف 


لدينا 0< ”نر موه 0 > ”بر ملسن 
لق كانتا 2 


عه حي هي نقطة انعطاف 


9 
لدينا 0<” ايه :0 > ” 5252-2-7 
وندد 2/. 5 0 2 

اله 
2 
نلاحظ أن الدالة (3)/. دالة فردية أي أن (-) /- -(3)/. ومنه فإن الرسم البياني للدالة يكون متناظر 
بالنسبة للمركز 

نقاط التقاطع مع محور السينات: هي (15,0/.-) ,(0,0(,)./15,0) 


ومنه فإن (100,--:--) هي نقطة انعطاف 


9 معهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


جدول التغيرات 
| م+ 3| | ه-| جا 
ا 0 2 


لخخخببصييي” 1 6 70-5 


الرسم البياني للدالة 


-10 -9 -8 -7 -5 -5 - 
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مثال ؟١:‏ 
ارسم منحنى الدالة :2 - ردب 
الحل: إن الدالة (<) / معرفة ومستمرة وقابلة للاشتقاق ‏ كل نقطة من 91 


النهايات: 
م - (ع<) لرحطا! ,مه ع زعد) /ر 111! 
المشتقة الأولى: (2-1()2+1« )4 - ع4 - ثر4 د ابر 
المشتقة الثانية: 4- 1222 كبر 


لحساب النقاط الحرجة » نحل المعادلة 0-<(1+<+*)(1-دارل 
1 - ,1 ,0 دع ت 0 - (1 + )([! -عر)ءر4 
نستعمل اختبار المشتقة الثانية 


لما 0 << فان 0 > 4 - 2ر212 : 
ف 1 100 


ومنه فإن الدالة تبلغ نهاية عظمى محلية عند 2-0 
0>-مرج 20خ 
إذن (0,0) هي نهاية عظمى محلية 


لما 2-1 فإن0 < 12)1(2-4-8- 4- 2- 
0 


أ 
ومنه فإن الدالة تبلغ نهاية صغرى محلية عند 2-1 

1[-- 2)1(2- *(1) دنر دادع 
إذن (1-,1) هي نهاية صغرى محلية 


لما 1-دعر فإن0 < 4-8 - *(1-)12- , 12-4 1 
- دعر 


ومنه فإن الدالة تبلغ نهاية صغرى محلية عند 1- >2 


1 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


1--*1(2-)2-*(1-) بره [- دير 
إذن (1-.1-) هي نهاية صغرى محلية 
لنبحث عن نقطة الانعطاف إن وجدت بوضع 0 - "بر 
0 -(1--4-4)31,2- 1222- "بر 
1 1 
ا" 


دعر جد 


5 1 
لدينا 0< ”نر :سس جع :0 > "بر : بجهيع 
3 2 5 

5 1 
ومنة و هي نقطة انعطاف 


نلاحظ أن الدالة (*)/, دالة زوجية أي أن (<-)/ - (<)/ ومنه فإن الرسم البياني للدالة يكون متناظرة 
بالنسبة لمحور العينات 
نقاط التقاطع مع محور السينات: هي (2,0/-),(0, 2ل ), (0,0) 


جدول التغيرات 
| + 1|3 | ق| 1‏ _. ه-]| جا 
وسوس لسك الك ال 7 
> السس خسار مسا| 3عيّ ا 
جح ع | (11)##1- يبه - مار 


ال 5-0 ا ذمي15- ثرح ود)ر 


الرسم البياني للدالة 
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نمرين : ارسم منحنيات الدوال التالية: 
+ع - 1< برر4 داه - بر(3 د )2 ثم دبررآ1 


3 ت كيوواى 1 2 16 د 
<15 + *102- 327 - تررق 2 - بر(7 1 كدير 27 
4 2-ع 


لنفرض أنه يمكن كتابة قيم *« و7 المتناسبة من الشكل (*) / -<:[ ومنه يمكن أن نحسب القيم 


العظمى أو الصغرى للدالة 
َ 5 ) كل تخارين تطنيقيه 
تمرين1: 


أوجد النقطة ) الواقفعة بين 4, و 8 والتي يجب أن يمر بها المتحرك لكي يصل منها إلى 8 
الحل: 

إذا وضعنا 46 دج ٠»‏ نجد أن “ع + ١/25‏ - 6 و +- 68-6 8 26 »م / 
ومنه فإن الزمن اللازم لقطع المسافة 20 بسرعة 471/7 هو طلم 


*ح +125 _ , 
4 ! 5 


والزمن اللازم لقطع المسافة 8© بسرعة 4171/7 مو5-5 9 


إذن الزمن اللازم ليصل المتحرك إلى 8 هو م 
2ع + 0/25 #«-6 


4 7 ع دف 
و يكون الزمن اللازم ليصل المتحرك إلى 8 أقصر ما يمكن إذا كان 2-0 ومنه 


1 2 0 14 
2ج + 1/25 -+2ه-2 ده د 
4 خ +2/25 وص كل 4 


ع درج 322-25 ه 2م +25 - 2ر4 جه 
3 


وبما أن المسافة لا يمكن لبا أن تكون سالبة إذن د 
نمرين؟: 

لتكن لدينا كرة 5 نصف قطرها 8 - © أوجد ارتفاع الاسطوانة الدورانية القائمة التي يمكن أن 
ترسم ضمن الكرة 5 بحيث يكون حجمها أعظم ما يمكن. 


3 عمعهم لاككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


الحل: ليكن 2 ارتفاع الاسطوانة المطلوب رسمها ضمن الكرة 35 و” نصف قطر قاعدتهاء فنجد أن 
حجم الاسطوانة هو 22ج نا 


2 
1 2 
وبما آن: *ي - [ة)+ 7 


بتي رياني اتيت 
4 2 4 012 
017 هوه 232 
م 5-555 #جح مد * جر جح 


/ 


ولمعرفة هل أن هذا راع يحت 2 5 أو أدني نحسب المشتقة الثانية عند هذا الارتفاع 


27-7 نذا ات - لاي دويكتبة 1 
ا 7 4 
إذن الحجم يكون أعظم من أجل الارتفاع م 
تمرين؟: 
القوة الكهربائية (7)176445 المولدة من إحدى المصادر تعطى بالمعادلة التالية: 


5.128 م 


حيث (14)00/1715/ هي المقاومة بالدائرة الكهربائية. 
)١‏ من أجل أية قيمة للمقاومة تكون القوة الكهربائية عظمى ؟ 
؟) ما هي القوة الكهربائية العظمى ؟ 
الحل: إن الدالة (8)م تس قايلة للاشتقاق من أجل كل قيمة ذ # و تأخذ قيمة عظمى أو صفرى ذ 


نقطة يكون فيها 42-0 


3 ومنةه: 


4 عع3م لأككلتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


000 #8 جد حل +7 882-512 0- 5,12-872- “ىر 


لكن المقاومة لا تكون سالبة ومنه :0/1715 0.8 -<2/ 
لمعرفة هل هذه القيمة تقابلها قيمة عظمى أو صغرى: نحسب المشتقة الثانية 
0 > 12.8--(16)0.8- -(2")0.8 جه 167- - "مر 
ومنه هذه القيمة تقابلها قيمة عظمى. 
إذن القوة الكهربائية تكون عظمى من أجل 0/7715 0.8 - 18 وهي : 
273171 - '(08)ة-5.12-(0.8)م 


تمرين4: 
نستخدم قطع مستطيلة من الورق المقوي: أطواله 48 سم ب 90 سم لإنتاج علب مفتوحة ؛ بقطع نفس 
المربع من كل زاوية ورفع الجهات لإلصاقها 
كم يجب أن تكون مساحة المربع المقطوع حتى يكون حجم العلبة أكبر ما يمكن 
الحل : 
ليكن 3 هو طول ضلع المربع المقطوع ‏ كل زاوية .ومنه يكون حجم العلبة : 
(1080+ 2ع69 - ثر)4 ع تزاج ب(ع2 - 27()48 -90)- 7 صندتد 98 ل ته 
بالاشتقاق بالنسبة ل * نحصل على: 
(138+1080- 4)322 - ']] 

-12)22 - 462+ 360(-12)2-10()2-36( 

6-+ أو 2-10 > 0- "7 


لمعرفة أي من القيمتين تقابلها حجم أكبر أو أصغر نحسب قيمة المشتقة الثانية عند هاتين القيمتين 
(23-)24 -(46 -12)22- "نز 

ومنه 312>0--(7”00 و312<0-(36)"] 

إذن القيمة 10 - تقابلها قيمة عظمى والقيمة 36+ تقابلها قيمة صغرى ومنه 

مساحة المربع هي “نون 2-100 


5 ععهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


تمرين 0: 
أوجد الأطوال الأوفر اقتصاديا لبناء خزانا أسطوانيا مغلقا حجمه *778 16 لتخزين أسمدة كيميائية 
الحل : 
ليكن ” نصف قطر قاعدة الخزان و 7 ارتفاعه. 
مساحة الخزان هي: 
«جر2 + ترجر2 د ر[(مرج2) + (2رج)2 - 4 
حجم الخزان هو: 


5 5 رزج ج16 - ترج - رز 


32 


7 : 
بالتعويض أش مساحة الخزان ينتج: 
نذمكا” 1آج[21 1ج + “مرج2 - ار 
7 
وهذا يعطي عبارة كر حدالة بت 7 
وهذه الدالة قابلة للاشتقاق من أجل كل فيم 0 * ” و تأخذ قيمة عظمى أو صغرى #شُْ نقطة يكون فيها 
0م-< ل نك : 
ْ( 9 
مرج - مج 4 ج 0 - 2:ج 32- ج41 - 'إر 
مسريو - كان اريب 
47 
لمعرفة هل يقابل هته القيمة مساحة عظمى أو صغرى نحسب قيمة المشتقة الثانية عند هته القيمة 
0< +12 2(3) ج64 +ج4 -(4")2 ج ذ-مج 64 +ج4 - "4 
ومنه المساحة تكون صغرى عندما يكون نصف القطر 2 > ”7 ولنحسب طول الارتفاع #/ من المعادلة 


حير 


” 


4 


ويكون طول الارتفاع / من أجل 2 - ” هو 4 
إذن الأطوال الأوفر هي : 1 - 7 ,271 حمر 
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تمرين”: 
شركة تصنع بطاقات إلكترونية بحيث ربحها 7/ يعطي كدالة لعدد البطاقات المنتجة # الأسبوع 
كالتالي: 15 + 3م10- 35 دمر 
كم يجب أن يكون إنتاج البطاقات 2# الأسبوع للحصول على أكبر ربح ممكن ؟ 
الحل : 
تأخذ الدالة 7 قيمة عظمى أو صغرى يك نقطة يكون فيها 2-0 ومنه: 
*(1- 15)22- 1 + 222 - *15)2- 15+ 3022 - 1524ع ار 
1--غ أو 1< 13 تبرى 1-0- ترد 0- 1(2- ثبر) د0- نر 
لا يمكن عدد البطاقات أن يكون سالبا إذن :2-1 
و منه لمعرفة هل تحقق 1 - * قيمة الربح عظمى أو صغرى نحسب فيمة المشتقة الثانية عند 1-1 
0 60-60 -(2")1 ج 602 - 603 - "مر 
لا يمكننا أن نستنتج من هذا هل يقابل1 - 3 قيمة عظمى أم صغرى إذن نستخدم المشتقة الأولى : 
5 ,0< [1- 2)ذا - "م 
إذن 2-1 لا يقابلها قيمة عظمى 
ومنه القيمة العظمى تتحصل علبها بأقصى عدد ممكن من البطاقات لأن 0< '7 أي أن الدالة متزايدة . 
ملاحظة: 
يمكن حلها بطريقة أبسط وهو ملاحظة من البداية أن المشتقة موجبة دوما وبالتالي الدالة متزايدة دوما 
ومنه للحصول على أكبر ربح ممكن هو إنتاج أقصى عدد من البطاقات. 


7 مم03 لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


الفصل اأخام 


8 عمعوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


5 1 . الدوال الاصنية والتكامل 
تعريف :١‏ 
يقال إن(«)72 دالة أصلية (تكامل) لدالة («)/ إذا تحققت العلاقة التالية : 
عد ) 11 
)7 ا 
ومن التعريف السابق فإن الدالة ©+(*)4 حيث © عدد ثابت اختياري» يمكن أن تكون دوال 
أصلية(تكامل) للدالة (<)/. . والسبب يرجع لكون مشتقة العدد الثابت يساوي الصفر 


أي أن *4(*<) / - (<) 41 بمعني أن تفاضل (<) "1 هو (2) / 


نستنتج أنه إذا وجدت لدالة ماء دالة أصلية؛ فإنه يوجد عدد غير منته من الدوال الأصلية لبا تختلف عن 
بعضها بالعدد الثابت ويكون لدينا التعريف التالي 
تعريف؟: 

تكامل دالة (2<) / هو دالة © + («)'7/ » حيث © عدد ثابت و : 


ويرمز لتتكامل الدالة ()/ بالرمز 
+ 8) - 42 )/ | 
ويقرأ بالتكامل غير المحدود 3 «#4(*)/ ويسمى العدد الثابت © بثابت التكامل. 
مثال :١‏ 
لدينا ‏ 4# *+5-(:4)2 إذن ع+5عر- نك 
و ك*363-(*4)6 إذن ع خت دعل *3 | 
و 506 22513 - ( “دوم») ل إذن ع + “يروو - نجل ”1 زه 2 ]1 


يعني أن التكامل هو العملية العكسية (للاشتقاق) للتفاضل 


5 - 2 . قوانين التكامل غير المحدود للدوال الجيرية 
القاعدة١:‏ تكامل العدد الثابت 
ليكن 4 عدداً ثابتاً فإن 


مجعه - عقه | حيث » ثابت التكامل 
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مثال ؟: 
»+ م5 - :54 | (! 
+ 7 - :74 - | )2 


+ ع-- عه - ]| 3 


الفاعدة ؟: 
اجر 
+ - 1*4 | باستثناء 1- - 7« حيث » ثابت التكامل 
7+1 
مثال؟: 
3+1 
عب كر ددعب - :ه” | (! 
[[ + 
3ِ- اج4- 
وممتدسيو كدوي ع مر »مط ] 20 
عد3 3- [ +4- 2 
7 . ا 2 
ها دن 5 - 
+ ةعردم ل سلدد مد -عه*: | (3 
7 2 
0 41 
5 5 
الفاعدة ؟: 


يمكن إخراج عامل ثابت من تحت إشارة التكامل أو بالعمكس دون أن تتفير النتيجة أي أن 
>4( )/ إه - 04م 7ه | 

وذلك لأن اشتقاق الطرفين يعطي (*) /4 - (::) [» 
مثال ؛: 


4+1 
- 


+ بي : 13- جك * |7 - 74 |( 
عن 


- 3+1 


1 #1 د 51 1 2- 


1 2 7 
+ 3بر3./5- عل 3 | 5ل - جهة 5 ]| (3 
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القاعدة؛: 
تكامل المجموع الجبري لعدة دوال يساوي المجموع الجبري لتكاملا ت هذه الدوال أي أن : 
إذا كانت (2)؟ ,(2) /. دوال قابلة للتكامل ث < .فإن 
ضع | ذعهمم)/ | دضع + ضار ] | 
وبصفة عامة إذا كانت (2) بكر ......(*) بكر.(*) و .(*) كر دوالاً قابلة للتكامل 2# + .فإن: 
4 ),] | + ....< )مم | + ح4 )وز | +042 )م | - ط[م),ر +.... + هامر + مور + وا | 
مثال 40: احسب التكاملات التالية: 


»م 2 - “د | 3 5 ل آُ 2 بهأت +2 - 2ع) |( 


الحل : 
54 | +242 | - ]| -5|4 +24 - )م 
1 ير ير 
+5 + 2 - قير دح ب يرة + -2- لّدع 
3 3 
1 م 
علج |2 - يله ده | - ول 2 
+]2- هم ] هرج - عل | 
3 ا 1 
2 [3+1- 2 ف 
وبخدوان يبورين 5 >- هت« |2 - ع2 | - 
حيدة: 
2 
>4 | 3- عله + | ١/2‏ - عت | - - :3 - لد 
2 
+ 1ر3 + 2ل وت 
2 6 
القاعدة 0: 
لتكن 1 دالة قابلة للاشتقاق كك *« و7 عدد يخالف 1- فتكون لدينا القاعدة التالية: 
اجر 
+ “ - عه ”4 | باستثناء 1- 7 حيث » ثابت التكامل 
7+1 


1 عمعهم لأككلتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


مثال ؟: احسب التكاملات التالية: 


عق 1+ع3 + 116 3 ,3 6 2 - )2 وله 6 3 )»6 ]ا 
الحل: 
:7ه )6 - ج2) | 


لدينا 6<2 ع 'ر جح 6 - 23 د ين وبالتالي فإن: 

5 

عب [كح قا ب جف ينه فيو ]<< [6- تم *ج6] 
+ )2 - )|2 
لدينا 43 ح 'يوجد 24-2 د ومنه فإن: 
+ 0 + كا 1-يه [2- “)نمه 1د [2- ادر 
1 

1[2+ +3 + تع[1 + “)| -ه 3+1 + *جرل([1+ )3 

لدينا ([1+ 2 - 3+ 32 - 'رورج 1 + ع3 + أبر د عر وبالتالي فإن: 


1 
دك 2 [1 دعق + تدا - “مأ | + - عه [ +ع3 + 1 - )| 


- 
ننا انم 


3 
ح 7 
+13 جية + ")ددن + 2د دن + 
القاعدة؟: إذا كانت 2 دالة قابلة للاشتقاق 4# * فيكون لدينا القانون التالى : 
3 + |/1 |11 - ا 
1 
مثال /: احسب التكامل التالى : 


2و0 دعن عد مهو ير 1 +21 
ىفك 2 4 ف 3 5 5 3 2 بحل 1 
ات د 313 1 0 2 ١‏ 0000 


الحل : 


213+ [1 
1) 
1 > 


لدينا (1+ 2)23 -2 + 3ير4 ع 'يوج 1 + ع2 + 4ير ع ين وبالتالي فإن 


2 ععهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


(1+ 2027 2+1 
ع + |[ +2 + عاط -ء + إنإ ا - جه الم ا ]| 
26 
4 1 


5 2 
“#وءر4 - 'ر حت 5 ب 


م +اة +4 * 


كول دع+ 01 
4 4 4 


ِِ 3 


72 0-6 : 


- 0 7 


+ “عمو - ح رن حت ع وزة] - 5 - 11 


+ إد ها - كإها- -ء + إبنإها- - جه ]| - ف ]| ى 


- 13133 


|] 


5-5 00521 +ع / 


. 2 
1121و + “عر 


(2 وم» + )2 - 2 و20 + ع2 - 'رر جح 21 وزو + 2ع د نر 


» + إبإدا- مه ]| عق متشافف 
2 20 عد طاة + 2د 


+ 2-3 + دام - 
2 
تمرين تدريبي: احسب التكاملات التالية: 
عاحة جا 11 2+ 3 4 2ج مم )6 
- 0 3 وناة ا 
د 1) [3-+ة) ]120 1+ ]7 


هكم [2 + 57د ](8 


ب الشعيه - *|(13 
7ن سكن 
ان 00 عامل 2) ذم + 1/5 ](10 
1+ لع 


3 معهم 


9 0 2) + 20527( 
2 


5 0052 + ند / 


23 زو + 2ع 


3*4 - دل.2) | 1 


+ مه د 
«ك *(3- )دل |3 


هط + + اإره 
5 2 8 


عمد [1- 5(]3)32 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


5 - 3 . قواعد تكامل الدوال المثلثية 


إذا كانت 2 دالة قابلة للاشتقاق شك * بتطبيق القانون الأساسى لحساب التكامل للقوانين 
الأساسية للتفاضل يكون لدينا القوانين التالية: 


© + نتؤمع - - نتأكلا (ززة 14 | (2 + عا لو - جه يوهت 0 | (1 


ع + مامح - ع :أل اا تمي “| )4 ع + نا تلها - ع« 11 7و |3 
ع+ لاعف - - جلك /1أ0ه لاهو //1 | (6 © + ااععة - :لكلا الهأ 6611 1/5 | (5 
6+ لع ح عونا امه »ا | (8 + إل ععوام! - جام مها "1 | (7 
مثال + :ا احسب التكاملات التالية: 
| 55 417 158 3 )مم | (3 ,0 23 وه | )2 تاصد4 صذة | (1 
2 
الحل: 
+ بز تمن 3 اع مده ونه 4] ل د عحلر4 صنه | )1 
4 4 


ميات مزه - بت د ص ِ بوي ص 20 


عدب 1 3 )هم - 116 - “)ممم ]| > - 17 ا 2+2)مها ]3 


2 2 1 2 
) 030 7 ما 2 - ع - إبمه -]21ه 0 ا - ]4 


مثال 6: احسب التكاملات التالية : 


ومعقف 


ع4)ةءه: |  2(‏ مط[صة- 2)ومه + 22 +عتق)مكك] |1 
عاط تد2أءهء |( تجداءيى )4 عم - 3 تمده تير ]2 
الحل: 


.له (د3 - 2 )وم 7 + عه(2 + عد3)دذه 7 - ع[(دة - 2)وم» + (2 + دقماه] | )1 


عدك 3 - 360502 ]2 - عه (2 + -3)منو3 | + - 


.ء + (ع3- 2 -(2 +3)ومه 2 - 


4 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


ء جعده مماط دع جه 2مهو4 | ل - ع4 تعهو ]2 
4 4 
3 3 3 
+|-3- 3 نمه -عه| ‏ +3-ة 2و 2 - | دعر + ده 2 |30 
3 3 3 
3 3 2 1 3 3 2 
حل “2 خأو “رعو <6 ]دك د2 اهن “تعقو د |4 
وتو يي ان +( تردعو 5-0 
6 6 


مثال :٠١‏ احسب التكاملات التالية : 


.وماك + 3)وم» («لء - 2)صنو3 
2 ااا 2 ب. ع8 طق | 1 
جه -- ١‏ ب ١‏ 
ونكابب كيه 
”5 | 
3ل ل | (4 .بعك (ع 6 نص اتوك + 9)و0ن ع6 5ن | (3 
2 ا 
الحل: 
5 مكيم ,3 
ديه 
1 
لدح روج ولء - 2 - 1 
.2 
دل - 2)مة 1 7 عدلء - 351)2 
107 ]6 #8 التعا 9 د <- |32 -» ا 
بع + (عرلأء - 6»05)2 دن + نز وون 6 - 
نظ اسم | 
7 
وو يووا وود 
3# 
5م 11 («9 قاذ + 3)و5م 
وك + 1-05)3-- جع 2-32 
5 ( 2 5 7 | 


ع + (ع 119 5 وي دع + وق لت 11 00 0 
35 355 35 


.جك (6<2 تنأو ك + 9 )ونون 6 5 | (3 


6 5م 24 - “نج حت ع6 زوك + 9 - 1 


مان ا جروا اا ا 2-00 عو ا 6 م 


(يد6 تع +9منه كط - 


5 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


نمرين تدريبي: احسب التكاملات التالية : 


بل كلق روا حل عرد “عهوع 5 37ةا ]8 


3 ا 5663 لسر 6 30562053606 هزه | (9 
> +3) 


د ملو - عروم» البتتييسة ا 17 هع له “(عدومه - )| )10 
> + الويف 
لدعمو 


1 
حتت إ رق[ 3 [و- 
تي ١‏ 3 29 ومه 29(5منه - 1) ](1! 


2 05 +ع )19 6 + أرق )مق |12 
>0 1 


0 للد ٍ (20 3 دأو( 3 وم - 7 | (13 
1 


ع “ع2(56 “ةا + © ]210 + 1202ة] ا + 2)ع56 “6 | )14 


6 مع38م 


د متو 0057 ٍ )1 
امهس ]2 
ده “زع صنو + 1) ٍ )3 
م *3ادم» + ] (4 
تمد 662 2 | (5 
/2 صثة 2 *ومه | (6 


7| 6 72-80 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


5 4 . قواعد تكامل الدوال الأسية 
الفاعدة :١‏ 
إذا كانت :: دالة قابلة للاشتقاق شُ *« و© عدد موجب يخالف1 (1* ©) يكون لدينا القانون 


التالن : 


مثال :1١‏ احسب التكامل التالي: 


لك 62+ |20 بك “5-3 | (1 


الحل: 
بيعي - ا 3- - 50 3- 
+ د ج- دهز ”305 أ - يك 0/5 
212 6 0 35 
+ 5 دين 62 مد ]| لد عل :62+ ]2 
6 4 4 
الفاعدة ؟: 
إذا كانت :: دالة قابلة للاشتقاق ش 3 فيكون لدينا القانون التالي : 
بعل “اق ]| 
مثال !41 احسب التكامل التالي: 
مجك “للقي (1 - بروون) 2 ريرق الج 2 جني (1-+) 0 
م 1+ 5 ير 4 0 لف )3 
١‏ ٍ 1د تيم | 
الحل : 


سد (1- )|0 
لدينا (1-*2)2 22-2 - 'ن جح 1 + ع2 - ردن وبالتالي فإن 


7 مع8هم 


لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


+ ا ا الو (1 -)2] 2 # مرق جمد >1 ]| 


2+1 يد 1 ف 
2 
بع“ قلقي (1[ - برووح) ٍ )2 


326 


لدينا 1- 0051 ح ': جح عر - :أو - )8 وبالتالي فإن 


طلا ىب اوح ورك أي 0 عر هلاي (1 - دوم )| 


1+ ]| كر ]ة 

تي ب ايوج 1+ *ع د ين 

ازا + 2/6 558 000 ناا 

ا 

+226 - 'ررج 1+ *ع د ري 

م لإزي )لدم دمي - ل نالا 11 يه 1ب ثم) ]| 
نمرين تدريبي: احسب التكاملات التالية: 


17 ب دى) مع *22 | (1 1 مت تازه سما | (6 1+ 00521 + ما )1 
011 2ب[ 662 | (12 جه لد زه 0 وسسسية ره 
|7 
عدل.ٍ_- 7 
عدل.-3 2 الات برقم :5+25601 )3 
«4 | (13 م إرة ع عد ةا جمهة| 
ع1 ا-لمجلي 1 
م 1027 14 ون > 9 |91 لك |4 
- 
لك تين اكامعبا2 ٍ (15 م 2خ ب #حى) || (10 جلك “تي 32 | (5 


8 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


5 5 . التكامل بالتجزكة 


مقدمة 
لنفرض أننا نريد تكامل 
حك *"عدهلة | أو حك منود 

نلاحظ أننا لا نستطيع تطبيق قوانين التكامل مباشرة ففي مثل هذه الحالات نحاول حلها بالتجزئة وهي 

تتمثل ثب تحويل التكامل الذي لا يمكن حسابه مباشرة إلى مجموع جبري لدالة وتكامل يمكن حسابه 
ار 
من قانون مشتق جداء دالتين لدينا ‏ 4لا + اكلا - (مم)ل 
نكامل الطرفين فنحصل على: 1/4 | + 1 ح ناه 

ومنه قانون التكامل بالتجزئة 

لان | - عن - لمن | 

وبهذه الطريقة نكون قد انتقلنا من حساب التكامل 1/47 | إلى حساب التكامل 141 | الذي يكون 

عادة أقل صعوبة من الأول إذا أحسنا اختيار 7 ,)1 


و طريقة استخدام هذه القاعدة موضحة ش الأمثلة الآتية: 


مثال ؟1: نفرض أننا نريد حساب 4< 510 | لكننا لا يمكننا حسابه مباشرة لأنه لا ينطبق عليه أي من 
قوانين التكامل المباشرة ولذلك ستحسب هذا التكامل بطريقة التكامل بالتجزثة 


ولنفرض أن 
جك - يوآن حت جر ح بة 
و 1 005- - ناك عأ ناو - برل 
4 دوم | + دوم د - عه د ملق | 
ع + 511 + رومن +- - 
مشال14: احسب ما يلي: ك*6 | 
الحل : 
نلاحظ أننا لا نستطيع أن نحلها مباشرة:؛ إذن فنحاول حسابه باستعمال التكامل بالتجزثة. 
لنفرض أن: 


حل - الى حت ع - 11 


9 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


و *م د برج يرل بلق 

نطبق القانون: 1 | - 107 - 4ن | 

ومنه حك *6 | - *هد - ييل “16 | 
+(1-ع)*مد مب #ى- تهير- 


مثال 10: أوجد التكامل التالي: مهما 


الحل : 
تلاحظ أننا لم تأخذ أي قاعدة تكامل تحسب حمهها | 


وبالتالي لنحسب التكامل باستعمال التكامل بالتجزئة 


ولنآأخذ 2-57 
4 م 
< ع با ت عل د بق 
ولنطبق قانون التكامل بالتجزئة لل | - انا - 4 | 
فيكون لدينا ] دهاع - مه سم ] - دما - ادها 
3# 


ع +(1-دم1)ج دع +ع - رماع - 
مثال "1: احسب التكاملات التالية : 


عمد 2 صن | (4 دك عت | )3 عه( 22 )صنو + | (2 يتك عدص 2 |1 


: تعد دآ 10 
تفورصن آن يق 2 بح يزازه يت وز وا ديز 
- 
3 2 
ولتفرض بح م جد عه عد ح مقو 
وبتطبيق فانون التكامل بالتجزتة فإن 


0 عمعوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


:1ه( 232 )صنة ”+ | (2 
بفرض أن 2 - :1 جه ثر د ير 
وبفرض أن (222)ومه 2- د ندج عي( 222 )زوع ع برق 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزتة نحصل على : 
ع +( )م + (22)وم» 0 -- 02( 2 + (22 )وم ىك دع( 2)22زو وم 
د | (3 


5 9 3 1 
بفرض أن جك “تر د ررك “+ - » فإن 2 حم ,ع *31 ع يرل 


إذن: © + زوب ده + ىش تير سبره | ا ديق ا 


د تله ص )4 


لدينا 42د صو ع مذو | - جامد “مذو 
و لنفرض ما يلي : 


+ 05ح ع يرل حت ع رزو - 11 
وم - - بر كت عون دأو - يال 
وبتطبيق قانون التكامل بالتجزتة لك | - انا - 4 [ يكون لدينا 


20 ]| + عرومن ع دأو - ع وهر مو 


وبما أن 
وبما أن 
عد “مو - 1[ دع “وو جح [ د عر #وون عن 17ززو 
إذن 977 "نلو - 1 + 5م 2 51- - عرل "ملو 
جمد “ص |- جه | +ع ومع د مذو - - 
200 ملو ع عل ع3 32005 911 - - :207 ملو 5-3 
6 + ند + ند وه مد ملو- - جامد “لزه | + جمد 5102| ج 
+ ندج عدومه ند اللو - بجلكتد 2 نزثة | 2 جد 
٠‏ 1 1 1 1 9 
ومنه فإن + :3 + :ف لفقب - ح 0 + جز + :2 16008 للأقاس - ح ليلد 511 


1 عمعهم لككلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


١ 5‏ الككن باكشين الاخرنية 


لسمهييك 


0 (2) 


تسمى الدالة 0 -()/ دالة كسرية إذا كانت («)/ و (2«)م8 كثيرات حدود 4# 1 


1 امات 1[+خ2- 1-ير ١‏ 
مثال17: الدوال التالية: سس ل حتت , ته , لت دوال كسرية 
(1+ 06 1[ جان [بثجعر [إبشير 


. |2-ع| *م+ صنو عدما 5 
بينما الدوال التالية + )جد إولسسحٍسلب سح ليست بدوال كسرية 
2 :م 2 
إذا كانت درجة (2)/ أقل من درجة («)© فإن (*«)72/ تسمى كسرا حقيقيا 


يمكن التعبير عن كل كسر غير حقيقي بمجموع كثيرة حدود وكسر حقيقي مثل 


2+1 1-ثير 
6 3 
1+ 1+1 
ويمكن التعيير عن كل كسر حقيقي بمجموع كسور بسيطة (كسور جزئية) من الشكل: 


" 5 8 درك 
وم - عر) 5 “(م + عرق + 2يرع) 


وسنقتصر دراستنا على الكسور التي يمكن كتابتها بمجموع كسور بسيطة (كسور جزئية) 


حيث ©+<م + 022 غير قابل للاختزال أي لا يقبل جذورا حقيقية 


الحالة الأولى: 
إذا كانت (<) /,(*«)م كثيرات حدود ب + ويمكن كتابة (<)ع ث الصورة 
( + د).....( + عد)( وم +ع<)( +<) - داع حيت ‏ ر 8 ...ع وغ وغ ,7 


وإذا كانت ل - وم كسرا حقيقيا. قإنه يمكن وضعةه ب الصورة 
3 


4 0000 3 2 ليوخت اتسين ايه ثوابت يجب تعيينها. 
0 75 +ع 7+ 7+ (#)ع 1 


مثال 14: أوجد التكامل تمدخ 
4- ع 
الحل : 
نلاحظ أنه لا يمكننا استخدام أحد قوانين التكامل مباشرة وبالتالي نجزئ الكسر 
يك ل 1[ +212 1[ +212 
+ - - 


1 لل ل 
00 2+ 2-2 (2+«*)(2-»«) 4 تير 


حيث «ك4., ,4 ثوابت يجب تعيينها 


2 ممم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


باتعا سادة اماف :9 لمشت 
4- 2ن 2-4ير 

نضرب طري المعادلة ك2 22-4 قنحصل على 

(2 -«) يك +(2 + )4 2+1 
هذه المعادلة صحيحة من أجل كل عدد 1 
نأخذ 2--* فنحصل على (2-2-)ي4 +(2+2-),4 -1+(2-)2 
5 4-3 ج ,44- -3- 
نأخنذ 8-2 فنحصل على (2 -4,)2 + (2 + 4,)2 -1+ (2)2 
ومنة 3- ,4 ج ,4ر4 - 5 


نعوض «4,,.4 2 المعادلة (1) فيصبح لدينا 
1 1 1 5 _ 2+1 
١+2‏ 2-بيع4 4-ش2يعر 


0 1 م3 1 م5 _ .2+1 
إذن ال 2 ع ع 


ع + |2 + عدإصا + |2 - عإواك - 


الحالة الثانية : 
إذا كانت (8)«2 ,(<) /. كثيرات حدود 4 < ويمكن كتابة (8)3 أث الصورة 
"(+ءع) - («)اع حيث 1 , 


و كانت لكل - ()/ كسرا حقيقيا فإنه يمكن وضعه يذ الصورة 
و46 

ك4 ديك دك 4 (3) رو 9 ااء 
جح ل يي ا ا عر ع ل د تي جخ-< حيث واو ده اكد 4 ذن ابت يجب تعيينها 
"زم +ع) “زمر + عر) “زم +ع) («+ع) )عم و وان 


مثال19: احسب التكامل سكت 
(1+ع) 


الحل : 
نلاحظ أنه لا يمكننا استخدام قوانين التكامل مباشرة وبالتالى نجزئ الكسر 


لنفرض أن الثوابت و4 , رك , رك تحقق ما يلي : 


3 معموم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


8 دك َك 2 سات < 


ّ 5 2-5 دأجبيد 4 , وك , بك ثوابت يجب ت 1 
“1+ع) (2+1) 1 +ع 3( بج) 322 4 ثوابت يجب تعيينها 


(2) 


وك +(1+ع)يك + :(4)2+1 _ 2-2 
(1+ع) 13 +ع) 
نضرب طرِ المعادلة # *(1++*) فنحصل على 
بل +(1++«) بل + “(1 ++« )رك - 2 - عر 
هذه المعادلة صحيحة من أجل كل عدد * 
نأخذ 1--<2 فنحصل على ,4 +0 +0-<1-2- ومنه3- - وك 
نأخذ 2-0 فنحصل على بك + يك + بك - 2 - 


نأخذ 2-1 فنحصل على بك +(2) يك + “(4,)2 -2 -1 
ومنه فإن 3 -(,4 -2)1 + 44 -1- ج 3 - يك 2 + ,44 - 1- 


بتعويض |4 - 1[ - ,4 نحصل على 
1-0-4-0 +1-- 54ج 3ت ؤزة- 3ه 4ر4 د لت 


وبالتالي فإن [1- بك ج رك -1 -<0 
نعوض و4 ,4 , ,4ك المعادلة (2) فيصبح لدينا 
3 0 1 عين 
((1+ع) *(1+ع) '(1+ع) 
إذن عم ]ةهجب ]| - هج | 
(1++*) “*(2+1) (1+ع+) 


7 لد +1(72+ج)-دع 
ملاحظة: يمكن استعمال الحالتين ‏ آن واحد كما هو موضح ع المثال التالي: 
32-1 
مثال٠:‏ أوجد التكامل ‏ علتبي 
00 ف للد 1 ع 


الحل : 
32-1 


نلاحظ أننا نحتاج إلى تجزتة | “تل 
ا ري بز تو 


4 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


نفرض أن :4 , د4 , ك4 تحقق ما يلي: 
جك 7 6 32-1 
3 : د نت + سح وصستختكشح ريق رار زان هر كوايت نحت قفن 


نلاحظ أننا استعملنا الحالتين الأولى والثانية معا 


(1+ )يك +( - )2 + ع )يك + 6-17 4 _ 3-1 
.(1-)1- ر) 1-)22-17) 


نضرب طرخ المعادلة ‏ (1 -25-1()8) فيكون لدينا 
(1+ع<) وك + (1-<)(1 + ع ) رك + 1(2-+«) بك -< 31-1 
لنأخذ 1-* فنحصل على (1 + 1) و4 + (1 - 1()1 + 1) يك + *(1 - 1) بك -1 - (3)1 


ومنه 1- بل ت و24 - 2 

لنأخذ 1--<+* فنحصل على (1+ 1-) ,4 + (1-1-)(1+ 1-) رك + 1-1(2-) رك - 1 - (1-)3 
ومنه 1-- بل جح 44 - 4 - 

لنأخذ 0-+ فنحصل على (1+ 0) ,4 + (1 - 1()0 + 0) يك + *(1 - 0) بك -1 - (3)0 

ومنه 1 <1+ بك + بك - روك 7 بك + رك - 4 1[ - 


نعوض و4 , 47 , ,4ش المعادلة (3) فيصبح لدينا 
7 1001 1-#*قة 


2-17) 1-ع [ج+ع (1-ب#)2-1ج) 


إذن سل ]ب» ل ل ستحتب] 
([2-1) 2-1 1[ +ع (1[-ع)(!- خ+) 
م ذف الام دم + 1(3-) - |1- زا + |ا+ اها - - 
1-عن. الاعدعج 


05 ممعم لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


الفصل اليد 


6 عمع3هم لأكثتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


6 , التكامل المحدن 


6 - 1 , النظرية الاساسية لحساب النكامل 
لتكن الدالة (7)/ دالة مستمرة على المجال [5 ,»| ولتكن («)7/ تكاملا غير محدد للدالة 


(3)/. فإن التكامل المحدود يعطى بما يلي: 
(©) 1 -(8)5 - مم - عم() / ا 


2 
مشال١:‏ احسب التكامل التالي .+4 | 
1 


الحل : 


3 
مثال؟ : احسب التكامل التالي .1(4 + :4 - غ6 
0 


الحل : 
2 4 3 
3 4 
قاف - عل ([ + عوك - م 
0 2 4 4 
21.1 51-60 _ ور_85!1_و بعو-لة- 
4 4 4 4 4 


مثال؟ : احسب التكامل التالي .40 56ه0ء 


مت 


الحل : 


2 


+ إنامساه 


5 90 5 5 
ب د ته - 6ك ه©وم» 
0 


7 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


1516 راض التكاكرت 
إذا كانت (2«)/ و (2«)© دالتبن متصلتين على فترة التكامل 75> :+ > ه فإن: 


(١‏ 4-0و )رأ 
3 : جز 
١‏ 4م )/ إ- عفدم / | 
8 3 


2 6 ظ 
*) إذا كانت 5>ء > ه فإن 2042) / | +<4() / | - ج4(م) / | 


0<عر ازا كانت 8 دا 


لحل : لدينا 
١‏ - .0 >ع اذا كنت 30537 
ومنه فإن 
2 00 2 0 2 
5 4" 1 2 سر 0إ2ين 1 
ا ع ا لصي ست عر 
6 22 اال 


؛احسب التكاملات المحدودة التالية: 


و 1 2 
«(دومة + 01 ) )9 «ك تمد - 2٠/2‏ | (5 جه عد - جد 1١|‏ 
3 1- 0 
3 5 251 . : 
حك 0 7 -0/ حيث ,() / |9 خرمه 2 إر2 
ل : 0 ,3 : : 
حك “جد - و/مد | (11 2-7 - 9 5 

. 1 الور ()/. حيث 1 34 فاك 
١ ٌٌ‏ +دم 2- 2برم 
2 3173 15 - إ(ق8 > 4 
) م 3 0 7 ! 


8 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


١ 6‏ تطييقات على التكامل المكدوة 
من المعلوم أن تطبيقات التكامل 4 شتي التخصصات كثيرة جدا وسنتطرق هنا فقط لتطبيقات 
التكامل ي حساب المساحة 
لتكن الدالة («)/ -د«ر متصلة #ذ الفترة [5 , ©] 
)»١‏ إذاكانت 0<(*)/ من أجل كل قيم * # الفترة [5 , ©] فإن المساحة 4 المحصورة بين منحنى 
الدالة الواصلة بين النقطتين 5 ,© ومحور السينات تحسب كما يلي : 


0 
>4 )/ | -4 
مثال4: أوجد المساحة المحصورة بين منحنى الدالة “ - 2 والمحور السيني والمستقيمين 1-* و 3-*. 
الحل : 
بما أن 0 <(«)/. من أجل كل قيم * فإن المساحة 4 تعطى بما يلي 
3/3 3] 3 3 
1_6 لاما ا تن لو تر ا 
3 1001 , بع سس 


؟) إذا كانت 0>(<)/ من أجل كل قيم * كذ الفترة [5 , 4] فإن المساحة 4 المحصورة بين منحني 


- إر 


8 
|101١ 


مشال": أوجد المساحة المحصورة بين منحنى الدالة ©<- - بر والمحور السيني والمستقيمين 2--<+ و 2 -<2 


9 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


الحل : 
بما أن 0 > *- - (<)/. من أجل كل قيم * فإن المساحة 4 تعطى بما يلي: 


3 3 
نا ع1ونا890 ل 4 ١‏ الجا +2 - 


03 


1 إذا وجدء بين النقطتين © و5 أي أن >2 > © حيث أن0 < (32)/. من أجل كل قيم < شك الفترة 
[». »2] و0>(*)/ من أجل كل قيم * # الفترة |5, © فإن المساحة 4 المحصورة بين منحنى الدالة 
الواصلة بين النقطتين 5 ,4 ومحور السينات تحسب كما يلي: 


ظ 
ما 7 


غ+) وإذا وجدء بين النقطتين © و5 أي أن 6>5>© حيث أن0>(*)/ من أجل كل قيم *« /2 
الفترة [© , ©] و2(<0)/ من أجل كل قيم * لذ الفقترة [5, ©] فإن المساحة 4 المحصورة بين منحنى 
الدالة الواصلة بين النقطتين 27 ومحور السينات تحسب كما يلي : 


عفدسار ]+ انسار | - 


4- ] 7004 + 


مال /: أوجد المساحة المحصورة بين منحنى الدالة ** > بز والمحور السيني والمستقيمين 2--*+ و 2-2 
الحل : 

بما أن 0< +« -()ر من أجل كل قيم * ف الفترة [0,2] و 0> + - («)ر من أجل كل قيم 
ل الفترة [2,0 -] فإن المساحة 4 تعطى بما يلي 


4 
26 


4 


2 


0 


: 3 حموم] جلت -4 
0 


--2 


كأأسنا عننويان5 8 هبه 16,16 _ 
4 |4 


2- 
مثال 4: أوجد المساحة المحصورة بين منحنى الدالة *+- - 2 والمحور السيني والمستقيمين 3-- 5 و 
2-2 
الحل : 
بما أن 0< **--(*)/ من أجل كل قيم *« # الفترة [3,0 -] و 0 > *+*- - (8)/. من أجل كل 
قيم « # الفترة [0,2] فإن المساحة 4 تعطى بما يلي 
7 16 2 + ب أ 


4 
-- 


لسن عمونان5 1ح ح- 7 4 1 م + ع دير 1 - 4 


4 4 


0 معمعوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مال 9! : أوجد المساحة المحصورة بين المحور السيني ومنحنى الدالة 8 +*6 - * - (<)/. الواصل بين 
نقطتي تقاطع المنحنى مع المحور السيني . 


الحل : 
يتقاطع منحنى الدالة مع المحور السيني إذا كان 0 -(2*) /. وبالتالي للايجاد نقاط التقاطع نضع 
8-0++6-ث2ع 
لدينا 4- أو2-: ج 0-(2()2-4 -2) جه 8-0 +612- 12 


إذن يقطع المنحنى المحور السيني عند 2-2 و4-<2 وتكون هاتان القيمتان حدي التكامل 
ومن الجدول التالي : 


يكون لدينا 0 > (3)/ من أجل كل قيم *: يد الفترة [2.4] وبالتالي فإن المساحة 4 تعطى بما يلي 


4 3 

|| - ع 8+«6- )]|-4 
3 

ونس عسوو - د ِ يك - ندا عه _ د 4" | 16+ +د-ة || )-[تد+هه- )| - 


80+ 60 -| )8+ مد 


1 ععووم لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


2 ععوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


7 ايجاك الممباحة التقريبية ل فاعدة شيه المتحرف و 


يدخل التكامل العددي في كثير من التطبيقات الهندسية والفيزيائية ويعرف بأنه المساحة المحصورة بين المنحني 
والمحور السيني أو المساحة بين المنحني وأي نقطتين في المحور السينيء: ففي بعض الأحيان يصعب إيجاد هذا 
التكامل بالطرق التحليلية المعروفة خاصة في الحالات التي يكون فيها الدالة غير معلومة وإنما نعلم فقط بعض قيم 
الدالة عند بعض النقاط المختلفة مثل القراءات التي نحصل علمها من تجربة معملية لقيم التيار الكهربي عند أزمنة 
معينة» ففي هذه الحالة نلجأ الى طرق التحسيب العددي لإيجاد المساح بصورة تقريبية حسب فترة التسامح 
المطلوبة للدقة. في هذا الجزء نتناول بعض من هذه الطرق العددية حيث نتناول قاعدة شبه المنحرف وقاعدة 
سمبسون وتكامل رومبيرج. 


1-7 قاعدة شيه المتحرف اليسيطة ا اا 5 


تقوم هذه الطريقة بتقريب المساحة الطلوبة تحت منحني الدالة («)م بالمساحة تحت الخط المستقيم الواصل بين 
النقطتين على منحني الدالة عند طرفي منطقة التكامل حيث ( - ب« » - د أي أن الدالة تقرب بمعادلة من 


الدرجة الأولي أي الخط المستقيم بمعني خط مستقيم والشكل أدناه يوضح ذلك. 


32-2 3-6 


في هذه الحالة فإن قانون شبه المنحرف يكون بالصيغة الأتية: 


ه-ة - ٠‏ (1)6 +70 )ل - »هه 1'] - «7)/.1 


3 ععوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


2-7, قاعدة سميسون البسيطة 1 5 


تقوم قاعدة سمبسون على أساس تقسيم المساحة المطلوبة تحت منحني الدالة («)»م بالمساحة تحت منحني 
حدودية من الدرجة الثانية والشكل أدناه يوضح ذلك 


وفي هذه الحالة فإن قانون سمبسون يكون بالصيغة 


((ي») 1 + (ند) 4+ (مم)/) ف عه وم) ري - «1.) 


5- » 
2 2 


كي د 


مثال (1) : 


أوجد المساحة 4 بإستخدام قاعدة شبه المنحرف البسيطة وقاعدة سمبسون البسيطة وأحسب الخطأ في كل حالة 


4 (5 - :7 + 22 - ©) | -م 


الحل: 
1) بإستخدام قاعدة شبه المنحرف 


4 عمع3م لأككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


((0] +02 )2 دم 


2 3-1 -ح قن -ط حم 
2 
6 - 25 +1 ح ((3) / مد 
2) بإستخدام قاعدة سمبسون 
3 - ري 2 حت نا انيه 


25 -ح (يا) / 9 >(*)م 1-(5)/ 


((ي) / +4700 +00 )7 م 
((3)م +2)000+4/)2 - 


2 1 
-20 - (25 + 49 +1) - ح 
3 3 


الحل المضبوط يساوي 


4 3 2 


2 4 4 04 
202 ع #[ير5 - 2 ع7 + 2 ع2 سست] حبني 
١ 3‏ 2 3 4 0 


علده فإن الخطأ الفعلى يساوي 


6ع لمح 
3 3 


مه 


0 -26-26 د 5 
1-2-7 , تقدير الخطأ 0 
بالنسبة لقاعدة شبه المنحرف البسيطة فإن تقدير الخطأ يعرف بالعلاقة الآتية: 


1 


نر 
فق ع 26 (©)"/ 2 0 بس 


أما بالنسبة لقاعدة سمبسون البسيطة فإن تقدير الخطأ يعرف بالعلاقة الأتية: 


5 عمع3هم لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


7- 
لم6 ع 26 0000م 90 5 و[ 


5 التكامل المركية ا ا ا 29 


لتقليل الخطأ الناتج من تطبيق صيغة شبه المنحرف وصيغة سمبسون البسيطة فإننا نقسم فترة التكامل الى فترات 
أصغر وتطبق صيغة التكامل على كل فترة جزئية على حدة والصيغة الناتجة من التطبيق المتكرر تسمي صيغ 
التكامل المركبة. 


4-7 قاعدة شبه المنحرف التركيبية , الاك 1 2210 
لإيجاد القيمة التقريبية للتكامل 


1! / ) (+ 


نقوم بتقسيم المساحة المحصورة بين المنحني والنقطتين [5,ج] الى عدد 34 من الفترات » طول كل فترة يساوي 


8 حيث. 5-9 دبز والشكل أضاه يوضع ذلك ؛ 
ال 


لك حدة 
6- بود 2 02 2 3 30 - و 


6 عمعهم لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


ينتج من هذا التقسيم عدد من الشرائح بم وأي شريحة تأخذ شكلاً قريياً من شبه | لمنحرف ويمكن حساب مساحته 


وفقاً للقاعدة : 


/)5(+ / ) #0 


0 2 


المساحة الكلية التقريبية المحصورة بين المنحني والمستقيمين م -ر م-+ تمثل مساحة جميع الشرائح 


وتعرف بالصيغة الأتية بالصيغة الأتية 4 


|, 1 00.4 - 


علده فإن قانون شبه المنحرف التركيبي يعرف بالصيغة الأتية : 


24-1 


0نم 1ل« +دم)ر + هرد ب .00 ر/ | - مز 167 


طعاية ‏ #مجحتاييد الريك 1ل 2 1 0+7 ح بير 


إن دقة قيمة التكامل تعتمد على عدد الشرائح الناتجة من تقسيم المساحة تحت المنحني فكلما زادت عدد الشرائح 
أزداد الجواب دقة. 


مثال (2) : 


استخدم قاعدة شبه المنحرف التركيبية لإيجاد التكامل 


2 3 
5١.“‏ دعر 7 + 2ير2 - ثير) 1 


7 عمع3هم كاتا ع ااخم8 01/4 1 راث الااع .انا 


وذلك بأخذ 


1): 14-2 0:2 11-4 
الحل: 
1) عند د - ير 
[0)/ مم +()/ + << )/ اك بح 0١‏ 1 
- 3-1 5 0 م ا 
2 2 
[(2)/ 2 +(3)/م + (1)/ ]2 ح عاك.(<2) / ا[ 
2- [29 +25 +21 - 
2) عند + - 4[ 
اللو ] +(يه)] +( ] ]2 +( ] +ذوم ]ع عفوم] | 
سد 1 
2 4 
1/2 
1 -[[(2.5)] + (2)/ + (0.5] ]2 + (3)] +( ]حت - يم 
مثال (3) : 


1 
إستخدم قاعدة شبه المنحرف التركيبية لحساب التكامل العددي للدالة 72 +1) حيث +4 > ,ر > 2 بدقة مرتبتين 
الحل: 


إذا فرضنا أن 2 - و 4 >« > 2 وإذا عوضنا في الدالة نحصل على 


8 عمعوم كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


4 2 4 
/) | 1.73 | 4 


وبالتعويض في قاعدة شبه المنحرف نحصل على 
1 1 
7 - (2.24 ار - ((:) / + (2) / 7 - رطع )1 


وإذا فرضنا أن 2-1 للفترة 4 > » > 2 نحصل على 
4 6 2 4 


/0)| 1.73 | 2.0 | 4 


وبالتعويض في قاعدة شبه المنحرف التركيبية نحصل على 
1 / 
5 - الاك و ا ((5)/ + (:) ]/ ا (,/ )1 
وإذا فرضنا أن 0.5 - للفترة 4 > »« > 2 نحصل على 


2 2 | 5 3 3.5 4 
/)0)852.73 1.87 2.0 | 2.12 | 4 


وبالتعويض في قاعدة شبه المنحرف التركيبية نحصل على 


((ي:) ] +(2) ] 2 + (نة) / “2 + (8) / 2 + :)7 )2 - (1)],0 
98 - [2:»2.12+2.24 +22 + 2]1.73+2:»1.187 »2 - ,)7 


ويمكن وضع هذه القيم في الجدول أدناه كالأتي 


9 عمعوم كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


1 1010 

2 37 

1 3285 
05 32308 
025 323208 


مثال (4) : 
إستخدم قاعدة شبه المنحرف لإيجاد تكامل الدالة (2/.+2)مزه + 2 - («)م حيث 6 > >1 خذ عدد التفسيمات 


(أي أن 10- 34) 11 يساوي 
الحل: 


بتطبيق القانون 
لمم كط +ر(م)) 00004 - (,م )1 


5 3 1 1/2 
+ © +2 / + 0م دق )6+2 / +جمم) 2ك - ,)1 
ات +76 + )م +06 + 


1 1 
17)1,1( - --)2.90929743 +1.01735756( + 2 )2.63815764 + 2.30807174+ 


1.97/931647 + 1.68305284 + 1.43530410 + 1.24319750-+ 
1.02872220+1.000024140( 


1 1 
0042901091 + [0992665489 ر 0 


- 0.98166375 + 7.21219083 - 8.9938545/ - 7 


كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


0 معهم 


7 - 5,. تقدير الخطأ في قاعدة شيه المتحرف التركيبية: 
ا 1 0-210 111 506 1 111701 


يعرف تقدير الخطأ في صيغة شبه المنحرف المركبة بالعلاقة الأتية 


4 ً/ 0 
(.و) عه 6" -م كديع 


وهذا الخطأ يمثل المساحة المحصورة بين المنحني والخط المستقيم المختار بطريقة شبه المنحرف 
7" 6. قاعدة سميسون التركيبية ا 22 


يستند هذا الإسلوب في هذه الطريقة الى ربط كل ثلاثة نقاط من الدالة بواسطة منحني قطع مكافي وتأخذ المساحة 
تحت القطع المكافي كتقريب لقيمة التكامل بدلاً من إستعمال الوتر بين نقطتين على الدالة كما في طريقة شبه 
المنحرف وهي تعطي قيمة التكامل بدقة أكبر من طريقة شبه المنحرف. 


إذااكانت ع بفى نل تضيف الفتزة زوين أى أن ل دي 
0 - ا 3 
00( [(5)] +0)] 4 +(0)] ]ح-- - ع4 .وم ] | - (1,] )5 


يتم إيجاد التكامل بطريقة بالتعويض عن طول فترة (0,5) التكامل وقيم الدالة («)م/ عند النقاط 
جدنع« اوم جح عع ,4 ح بير 

في المعادلة (1) 

مثال (5) : 


الدالة 7630 لها القيم التالدة 
5 3 8 7 6 2 
2 5 |15 1.25 |1 269 


ل( ) / 1 


1) إستخدم قاعدة سمبسون وقيم الدالة عند النقاط 2 ,1.3 -,1-* لإيجاد قيمة تقريبية للتكامل 


أوجد:- 


1 عمعوم لكثلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


2 كرر الخطوة (1) بإستخدام النقاط ا را ا 115 حل للحن ( 


الحل: 


1) بالتعويض عن طول التفترة وقيم الدالة عند النفاط (نقطة بداية الفترة 
2-1 ونقفلة منتضشه الفترة 115+ ونقطة ذهاية القكره 52 في صيخة كتحصل على: 


[(0)م جهمم 4ه جومم 751 موون ]1 


[(2)م ع د5.هم 4 دجنم دك 0 | 


02-5 8-(0.5م/ 20-6 نى. 
نْ لل 


وبما أ 


لك جد عرق وى ,| -- 


2).عند تقسيم فترة التكامل [1,2] الى فترتين جزئيتين (11.5(01:5,2) وتطبيق قاعدة سمبسون على كل فترة 
نحصل على 


دم 
12 
[(2)/ + (0.75/ 4 + (0.5)/ 2 + (0.25/ 4 + (1) / 2 - عول.(0) / 1 


وو تكرة)/ 3 -(0:75م/ 0528م 7-(0.25م 26م فإن 


[(5) م + ه)/ 4 + 0 )/ 2 + (0)/ 4 + (و), ] 4“ 


- يجك. (0) / ]1 


[43+5 +8 »2 + 447 +6 كح - يبور / ! 


67 


.[ /)00.4-- 0 


01 2 3 4 
269 173 2.0 44 


2 عع38م كاتا لم8 01/4 1 راث الااع .انا 


مثال (6) : 


أحسب تكامل الدالة ا للفترة 4 > > 0 بطريقة سمبسون بدقة مرتبتين عشريتين 
الحل: 
بإختيار 5-1 وبالتعويض في الدالة نحصل على 
بالتعويض في قاعدة سمبسون التركيبية لثلاثة نقاط نحصل على 


9- (4»2+224 +0173 - ((و0) | + ()] 4 +()]) - (1,1)؟ 


/0 71.73 7 2.0 2.12 | 4 


وبالتعويض في قاعدة سمبسون التركيبية لخمسة نقاط نحصل على 
8 - (2.24 + 2.12 »4 +222 + 41.87 2201.731 - (/ )5 
وبتكرار العمليات وإختيار 0.25 - 7 والتعويض في قاعدة سمبسون لسبعة نقاط نحصل على 
+ 2.06 )د4 +2 »2 + 41.94 + 2:»1.87 + 41.8 220.734 - (.و/ )5 
9 - (2.24 + 2.18 »4 + 2.12 2 + 


ويمكن وضع هذه القيم في الجدول الأتي: 


(.])5 | م 
339 1 
3.06 0.5 
3.9 025 


7 7, فظرية لكحسبين قاعدة سبميسون التركيبية 


نفرض أن [4,5] فترة تم تقسيمها الى عدد 234 من الفترات الجزئية 


3 عمعوم لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


0 -ط5 

و 
21/1 
بالصيغة: 


011 7 اسه ١‏ 7 
يك / رمم +م) +(0)] )2 - (1,1): 


- م حيث 0,1,2......,2314 -78 8# +م - ,بر في هذه الحالة فإن صيغة سمبسون للفترات الجزئية تعرف 


مثال (7) : 
إستخدم قاعدة سمبسون لإيجاد تكامل الدالة 


(«/+2)صنو + 2 - («) م 


3 


حيب 
كد 11خذ عدد التقسيمات تساوي ‏ 6> >1 


(أق أن 5د بووع و5 
10 


((ديكة / اريم مم 0 (5,] )5 
-.+((6)] + )م + (7)6 +(2)م )1+ )1 + 0م )ل - 1,1 )؟ 


11 9 7 5 3 2 
((070)/ 0 ارام جام لي 


3 6 201حه2<ظ - (0.5,/ )5 


0011 4 + 1.68305284 + 1.24319750+1.02872220( + ... 
-)2.63815764 +1.97/931647 + 1.4350410+1.10831775-+1.00024140(( 


(8.16133735)- 5 (6.26304429) > 5 (03.92664599 7 - (2ىم)ة .:. 


- 0.65444250 + 2.08768143 + 5.44089157/ - 0 


كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


4 معهم 


و« 


7 - 8. تقدير الخطأ في قاعدة مبميسون التركيبية 


111701 11706 11117 200 1 


يعرف تقدير الخطأ في قاعدة سمبسون التركيبية بالعلاقة الأتية: 


(,*) عع 030 (6-4) 2 - برط 


7 تكامل رومبيرج 100 


1-9-7 خوارزمية رومبيرج 


خوارزمية رومبيرج تولد مصفوفة مثلثية من الأعداد إعتماداً على طريقة شبه المنحرف وتعتبر كل هذه الأعداد 
قيم تقريبية للتكامل ()/ ] في الفترة [5,م] وتكون على الشكل الأتي: 
(2)0.0 
(1يمم (0ي0ر 
(5)2.2 «2,3)ه (02,0ي.ر 
(5)3,3 «(5)3,2 ((3,1)م (0,ت)ير 


1404,0(  72)41(  72)4.2(  72)4.5( 1*)4.4( 


( مصعم مللل.ة الخ4رصضع)ه. (تقبصعه (2رص)عم. اللترصععهم (م,صعجر 
نتحصل على القيم المناظرة في المصفوفة بالعلاقة 
مثال (8) : 
إذا كانت قيمة 8 - (8)4,2 وقيمة 1 - (5)3,2 أوجد قيمة (85)4,3 في خوارزمية رومبيرج 
الحل: 
بالتطبيق المباشر في قانون تكامل رومبيرج نحصل على 


5 معهم لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


اركح راك 10 2 لك اران لط بين رويت وزريج زج و 1 


1ت 213 
031 الاح اماك + (82)4,2 ح (104,3 
43-1 
7 
8 - ب + 8- (8)4,3 
63 
مثال (9) : 
إذا كانت قيمة 51- - (7)4,2 وقيمة 12 - (2)5,2 أوجد قيمة (85)5,3 في خوارزمية رومبيرج 
الحل: 
2 - (8)5,2 ح (1)0,171-1 
1- - (82)4,2 - (1 1,72 )كر 
الطاتك اتاو زوق ززيك قرع 
43-1 
الم ووب رومم 
63 
3 - (78)5,3 
ملاحظات: 


1) في تكوين المصفوفة المثلثية لخوارزمية رومبيرج نحتاج الى حساب مجموعة من القيم التقريبية للتكامل 
المعطي بطريقة شبه المنحرف لتوليد العمود الأول وهو الأساس للمصفوفة. 

2) كلما تقدمنا من الشمال لليمين في المصفوفة القيم التقريبية تكون اكثر دقة وكل هذا يعتمد على فرضية 
خطأ الإهمال في طريقة شبه المنحرف. 

3) القيمة التقريبية في العمود رقم + نتحصل علدها من العمود رقم 7-1 أي نعني إن قيمة (71,م)1 
نتحصل علدها من قيم (77-1,م) 8‏ 0270 (0-1,7-1)ر 


6 عع38م لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


2-9-7 تكامل رومبيرج 


تعتمد هذه الطريقة على الطريقتين السابقتين (طريقة شبه المنحرف وطرقية سمبسون ) في إيجاد التكامل 


.0 ) / 7 حر 


حيث نستعمل قاعدة شبه المنحرف للتقريب الأول للتكامل ولتحسين التقريب ننصف الفترة ثم نطبق قاعدة شبه 
المنحرف في كل فترة جزئية» يمكن أن نستخدم قاعدة سمبسون لحساب قيمة التكاملات بحيث تكون المعادلات 
الزياضية 3ك -علاقة مع قاغدة فيه انتحرف وديذا تحصل غلى تفاع من الوروك للقي قرول الى فين 

لتبسيط العمليات الحسابية نفرض أن الفترة [5,ه] تساوي [0,1] والشكل آدناه يوضح ذلك التكامل المطلوب 


التقريب الأول للتكامل ,4, حسب قاعدة شبه المنحرف للوتر 8 هي 
1 
(10) / 2-00 بم 
ولتحسين هذا التقريب ننصف الفترة ونحسب 6 ونطبق قاعدة شبه المنحرف على كل فترة جزئية ولنحسب 


0 المساحة للنصف الأول وهي تحت الوتر 40, ونحسب المساحة للنصف الثاني وهي تحت الوتر 08 فينتج 


1 1 
ربع / 4 2 م 


1 1 
ا اي 


7 عع5هم لأككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


وبالجمع نحصل على القيمة التقريبية الثانية للتكامل 
8 + كم ع ايم 
1 1 
1 -)24 0 - 
00 / ار + ا" 
ويمكن أن تكتب بالصورة الأتية 
1 1 
0-7 3 اح ول 
00 ا 9 
ولتحسين هذا التقريب مرة ثانية ننصف الفترة فتكون 10 ونحسب قيم 6 010 ت ومنها نحمصل 


قيم نتيجة لتطبيق قاعدة شبه المنحرف على الفترات الأربعة الناتجة وبجمعها نحصل على التقريب الثالث للمساحة 
6 1 1 1 
-)/ +(-)/)- ل يللم  )‏ ح- 
((70) / ل ل وار 
وبنفس الإسلوب يمكن أن نتحصل على التقريب الرابع للمساحة 


7 5 6 1 1 1 
] 01م لام ايا 5 يم 


ونستمر في عملية تكرار التنصيف الى أن تثبت العناصر الموجودة في الطرف الإيمن فتكون القيمة التقريبية هي 
آخر قيمة محسوبة» ولحساب قيمة التكامل بدقة اكثر نستعمل قاعدة سمبسون لكل ثلاثة نقاط مثلاً للنقاط 0,+,1 
2 
والتي تمثل فترتين فتكون المساحة 
يلم 4 1 1 
خسكة - («ج , + رقن 2 + (م, )2 - 8 


وإذا شهدا الشاط بن ل © .ووالك فمكل أربعة فتراك فكون السساهة 
١ 4 2‏ 


- ((0م + دد قت 2+ ث4 +0 )- 00 


به + و44 0 
083 


3 
وبنفس الطريقة نتحصل على 
بك ديكه _ ىم 
اا 2100 
3 
وبذلك نحصل على متتابعة من القيم تسمي تقريبات سمبسون» وبصورة عامة نستخدم القانون 


8 عمعوم كاتا ع اام8 01/4 1 راث الااع .انا 


لله سداس سيد 6 5 ا 


1- "4 
ويتم وضع جميع القيم التفريبية في جدول يسمي جدول رمبيرج 
(01,4)ظ8 | 800,3 | (8)0,2  |‏ ف0ظ | 80000 | 71 
2*5 10 
1001 16 
(100,0 0 
501 (180:0 1 
(18)2,2 82,1 (18)2,0 7 
)103,3 (103,2 103,1 (1203,0 3 
(44)]_ (4,3)آ1 (1])4,2 )103,3 (1])4,0 4 
مثال (10) : 
إستخدم تكامل رومبيرج لإيجاد قيمة تقريبية للتكامل الأتي: 
4ه 1 
وحور | 
عح ب [ ©6 
الحل: 
في هذه الحالة فإن جدول رمبيرج يكون كما في الشكل أعلاه ولإيجاد العمود الأول فكما ذكرنا نستخدم قاعدة شبه 
المنحرف كالأتي 
1 1 
3 -<(2 ار - (00 / 011 - (1,/ )1 ع (12)0,0 
1 1 
((0/ + 0م 1-2 2 - (1, / )'1 ع (12)01,0 
1 1 1 
1-(3+3.2)- - ((<-)غ/) +(8)0,0)-- 
) ( رَ 0 )/ +(700,0) 5 
3 1 1 1 
| (س| حديل 20 )- - (1, 1 - 000آط]1 
00 / ار ) ار (1, /)'1 - (2,0) 
1 1 
1 - ((2.56 1 2 - 
9 معوم كالم )ا غ811 01/8 | راثالاع .انا 


7 5 3 1,, ,1 1 
00 )/ 31 م 31 / 31 80 812001 رد - (1, / )'1 - (1)3,0 
((2.26549 + 2.87640 + 3.50685 + 6 + 98 - 


- 9 


04,0( - 4 


ولإيجاد العمود الثاني نستخدم قاعدة سمبسون التركيبية كالأتي: 
((0/ +(1)00+2)2) - (1,م )5 - 801,1 


1 
8)1,1( - - )4+ 23.2 +2( - 3 


3 1 1 1 
4 0/0471 كرورم كور 
7 - (2 + 2.56 4 + 23.2 +3.76471 44 - (150)2,1 


وبتطبق نفس الإسلوب نجد أن 
9 - (10)3,1 
9 - (1)4,1 
وبهذا نكون قد تحصلنا على العمود الأول والثاني ولإيجاد بقية الأعمدة نستخدم القانون 
1-101 ,اح 2)ا - 1 ,)8 ] + (1)7,71-1 ح ,1001 
1-"4 
فلإيجاد العمود الثالث 
011 - (8)2,1] 
42-1 
[3.14157+3.1333] 


02 -ح 7ب لل له 3.1417 ع 
15 


]5)3,1( - 8)2,1([ 
2-1 


2)2,2( - 5)2,1( + 


28)3,2( - 5)3,1( + 


0 عمع3م كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


]3.314158-3.14159[ 


9 - 2 + 3.14158 - (12)3,2 
اشام انلكا _الطكك + (8)4,1 - (8)4,3 
9 - ا +3.14158 - 


وللخصول على العمود الرايع 


لت 3.20 , وررهيم - رد,3)م 


1-1 
38 14151 0 314159 +3.14159 - 
63 
تتام ا اا + (2)4,2 - (7)4,3 
3.19 ل +3.14159 - 
63 
م -4,3 
الت 8 + + (8)4,3 ح (7)4,4 
3.19 لس شق + 3.14159 - 
255 
وبالتالى يكون جدول رومبيرج بالشكل الأتي: 
(700111,3 (19)111,2 (7:1,1) 12 (10)71,0 9 
23155 1200011001 
01002 01002 
3 
226 3.1 
3.2 23.7 211 
8 3.14159 23.9 231/9 
23.9 9 3.14159 23.9 23.4 


ومن الجدول يتضح أن القيمة التقريبية للتكامل هي 3.14159 أي أن: 


١ .4‏ 
9 - يل د | 
0 


1 ععوم كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


3-9-7 تقدير الخطأ في تكامل رومبيرج 


01 لكانك نانك 116لا ميت اك املاا فاخا لاا كت 1111 كه ]1 


إذا كان [م,22*2]0م ء م فإن تقدير الخطأ يعرف بالعلاقة الأتية 
0 
برع 0 ] “تاقرط + وارز )1 - 20.4 / ,| 
007229 + و ,)6 - 


حيث 0-6(/27) -8 و از ثابت يعتمد على / و [ط,ه]ء برر» 


2 عمعهم لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


3 ععوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


, المحدوات و المصقوفات 


يبدو أن أول استخدام للمصفوفات كان # الكتاب الصيني "تسعة كتب 2# الحساب" قبيل بداية 
التاريخ الميلادي: بينما أول المحددات استخدمت من طرف الياباني ©1011 36/7 سنة 171/817ام.. 

وتعد المحددات والمصفوفات موضوعا رئيسيا 2 أحد فروع الرياضيات المسمى بالجبر الخطي. 

و من تطبيقاتها: حل المعادلات الخطية وحل المسائل باستخدام الحاسوب. 


8 -1 . تعريف المصفوفات 


تعريف :١‏ مصفوفة أعداد حقيقية من الرتبة 7177 هى فائمة أعداد حقيقية » تسمى عناصرها:ء ومرتبة 


على شكل صفوف وأعمدة » بحيث عدد الصفوف يساوي 7 وعدد الأعمدة يساوي 2 
يمكن الإشارة إلى أنْ المصفوفات 1<1 هي أعداد حقيقية. 
مثال :١‏ المصفوفات التالية من الرتبة 23 , 32 ,. 1كا4 , 1<5 , و33 على الترتيب: 


1- 
3 - 2 5 53 
0 00 7 5 
7 0 8-1 (0 1 17 2 0.6-)2-2 , © ,)5 827 , 4 
0,5 5 3 
1 يت 2١‏ 12 10 
2 
نساوي مصمفوفتين: 


تعريف؟: تكون مصفوفتان من الرتبة نفسها متساويتين إذا تساوت عناصرهما (الموافقة) على الترتيب.. 


مثال ؟ : نعتبر مصفوفات المعطاة ي المثال السابق والمصفوفتين التاليتين: 


3- 2 5 3-- 2 3+2 
07 2 1-© ,| 07 0 1 ادبم 
0م 4- 2 0م 2022-6 


8 غ4 لأنهما من رتبتين مختلفتين: وكذلك © + 28 لأنه يوجد عنصران غير متساويين (الصف الثاني 
والعمود الثاني)»: بينما 1[ -<2. 


4 عمعوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


8 - 2, عمليات على المصفوفات 


8 -2 - 1 , الجمع والطرج 
تعريف؟: حاصل جمع (أو طرح) مصفوقتين من الرتبة نفسها هو مصفوفة من الرتبة نفسها. وكل عنصر 
من عناصرها هو مجموع (أو طرح) العنصرين الموافقين له من المصفوفتين. 
مثال؟: إذا كان لدينا المصفوفات التالية: 


1[ 0 2- 7 + 2 
- 8 ح 4 
1 4 ع 8 00 


لى -208 ,8 +4 (1 


فاحسب ما يلى: 


8 4 0م 7+١‏ 4+0 2-2 
7 23] ([97خات. 3+4 23همقت 


6- 4د 4- 1-7 0-4 2-2- 
- - ل - 8 (2 
8 1 9 أ ليجو 4-3 م6 
نظرية١:‏ جمع المصفوفات تبديلي وتجميعي. 


مثال 4: نعتبر المصفوفات المعطاة ي المثال السابق. احسب ما يلي: 
.4 + 8 + 8 (3 ,(8 + 4 ) + 8 (2 ,4 +8 (1 


|- +4 را 


الحل: 
1) نستخدم نتيجة الفقرة 1 من المثال السابق وبأن الجمع تبديلي: 


0 4 8 
25 + 4 - 4 + 8 - 
-3 7 6 


2) نستخدم نتيجة الفقرة 1 من هذا المثال وبأن الجمع تجميعي: 
9 4 2- 1 0 2- 8 4 0 
5 5 -8 + (4 + 8) - (8 + 4 ) + 8 
1/13 11 06 7 4 3 6 7 3- 
3) نستخدم نتيجة الفقرة 2 من هذا المثال وبأن الجمع تبديلي وتجميعي: 


9 4 2- 
- (8 + 4 ) + 8 - 8 + 4ر + 8 ع 4ر + 8 + قز 
3 11 0 


5 معهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


8 -2 -2 . ضرب مصفوفة في عدد حقيقي أو القسمة عليه 


تعريف:ة: ضرب (أو قسمة) مصفوفة شك (أو على) عدد حقيقي هو مصفوقة من الرتبة نفسهاء وكل 
عنصر من عناصرها هو حاصل ضرب (أو قسمة) العنصر الموافق له من المصفوفة (الأصلية) 4 (أو على) 


العدد الحقيقي. 
مثّال 4: ليكن لدينا المصفوفات التالية: 
1 0.5 0 3 
]|2- 0 ]عر ا 7 احثتر 
0.4 3 5 6 
فاحسب ما يلي: 
ل .28 + 4ر - (2 ,134 
الحل: 
060 9 0- 3:3 0 3 
6 342-203 1غع3 | 2 1إاعة 113243 
5 15 5- 336 5 6 
2 2- 1 0م 3- 1 0.5 060 3 
1-6 1[ إعالى ‏ 2+0 - 1-|- |2 - 0 |2 +2 1*|1[-- 28 +4 -(2 
2 0 8 6 5- 6- 0.4 3 5 6 
1 05 
ع ا 
5-- 0.25- 20-2- 
0060لا2- هم ركه نا_ قو 
20-2- 2-- 2- 
1.50-2- 04 3 
3- 2-2 


نظرية؟: ضرب مصفوفة أ عدد حقيقي تبديلي وتجميعي (أي بالنسبة للضرب يْ عدد آخر). 
مثال" : نعتبر مصفوفات المعطاة ث المثال السابق. احسب ما يلي: 
(2(1.50)24 3 (1 


الحل: 
1»)ستشدم يمة العقرة (3) عن التكال السايق ويخ العمفية كيفيفية: 
0 9 
6 3 اع ارة ح 3 > ال 
15 15 
2) نستخدم نتيجة الفقرة (1) من المثال السايق وبأنّ العملية تجميعية: 
0 9 
6 3 ا- 34ح 4ر2 »>< 125) - (24 )1-50 
15 15 
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8 -2 -3 . ضيرب صف في عمود المصقوفات 


تعريف 4: حاصل ضرب صف ث عمود له عدد العناصر نفسه هو مجموع حواصل ضرب كل عنصر من 
الصف بح العنصر الموافق له من العمود» وهذا الضرب ليس تبديليا. 
مثال /ا: احسب ما يلى: 


-3 
-3 


1 
1 [0.3 0 2- -2(5 4 (0.3 0 2- )-ه(اآ[ 
4 
10 
الحل: 
2 -3 +0 +2 - 3-- (0.3210) + (4 »“ 6) + (1 »«(2-)) + ((3-) 1) - ه 1 
2 لا يمكن حساب 7 لأنْ عدد عناصر الصف لا يساوي عدد عناصر العمود. 
تجدر الإشارة إلى أنه يمكن حساب ضرب العمود ث الصف بعد التعريف اللاحق فقط. 
05 رك موسي 
تعريف ": حاصل ضرب مصفوفة من الرتبة 777 © مصفوفة من الرتبة 6 (أي أن عدد أعمدة 
المصفوفة الأولى يساوي عدد صفوف المصفوفة الثانية) هو مصفوفة من الرتبة 727 : وكل عنصر من 
عناصرها هو حاصل ضرب الصف الموافق له من المصفوفة الأولى # العمود الموافق له من المصفوفة الثانية. 


مثال 4: ليكن لدينا المصفوفات التالية: 
0 2ك 8 11 
6 3 232 35 . مساك 


-286 (3 ك8 (2 و فلك (1 


1[ 1 2 16 1 2) 
ا ا 
|« 1- 5) ا« 1- 5) 
2- 3 
لا« » (0)د» ()ده 


7 ف 1 )2 2 )2 3 2 1-) أد مع زد 
* * *' تاه ه [0]ه ه وده 
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3 ا يمكن حساب الضرب لأن عدد أعمدة المصفوفة الأولى هو 2 بينما عدد صفوف المصفوفة الثانية هو 
3 
ملاحظة: من نتائج الفقرتين (1) و (2) من المثال السابق يمكن استنتاج أنّ: 84 + 48 أي أن عملبة 
ضرب المصفوفات غير تبديلي. 
نظرية؟: ضرب المصفوفات تجميعي ولكنه ليس تبديليا. 
مثال9: احسب ما يلي وقارن مع الفقرة (1) من المثال /: 

-3 


1 
4 - [1-2 0 03 
" ١ 


10 
الحل: 
9-- 302226060- 63- 3«0- 2-«3- 3*1[1- 
03 2-2060[ 103 10 1-2 1*1 
12 0 ه8- 203||4ه«ه نيجه 2يره إير4 |0 
3 6 20- 10 23 10*00 10-2 101 
ومنه نستنتج أن: 


1 1 
03 0 1-2 ع 03 0 1-2 
١‏ “و ( 


أي أنّ ضرب صف ب عمود لا يساوي ضرب هذا العمود ْ الصف السابق لأن الصف هو عبارة عن 
مصفوفة 77 1 والعمود هو عبارة عن مصفوفة 1*1 وضرب المصفوفات ليس تبديلى. 


مثال :٠١‏ ليكن لدينا المصفوفات التالية: 
1 2 
1- 
أزل بعك كه الطال إل سام |2 
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.86 )4 (2 48(6 )1 
الحل: 


2 
3ت كر 5 0 3- 
-][0 3- - ©(48) 1 
1[ 0 6 
4ن" 0 


2) نستخدم نتيجة الفقرة 1 من هذا المثال وبأن العملية تجميعية: 


0 - ©(48) - (86)ل 
0 212 7 
نظرية4: جمع المصفوفات توزيعي بالنسبة لضربهماء أي أنْ: 

1) 4 + 8(): - 4): + 8 
2( 4) 8 + )( - 48 + 4) 


وهذا بالنسبة لثلاث مصفوفات 4 و 8 و 0 من الرتب المواتية لبذه العمليات. 
مدشول المصفوفة : 
تعريف 7: منقول مصفوفة 4 من الرتبة 777 هو المصفوفة “4 من الرتبة 77# ؛» بحيث صفوف 
الثانية هي أعمدة الأولى وأعمدة الثانية هي صفوف الأولى . 
مثال :١١‏ احسب منقول كل من المصفوفات المعطاة # المثال السابق. 
الحل: 
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© -3 . يعض المصفوفات الخاصة 


8 -3 - 1. المصفوفة المريعة 
تعريف4: تكون المصفوفة 4 مربعة إذا كان عدد صفوفها يساوي عدد أعمدتها. 
مثال ؟١1:‏ ليكن لدينا المصفوفات التالية : 


لا 23 لبد 1 
ا 0 رويك 
1] 0 2- 
4 1 0 
6 0 4- 
دعل 2ه 4 غداع-3 
ب 1 0 
قب 1 © 


المصفوفات 8و كر مصفوفات مربعة 2 *< 2 والمصفوفات راو 2 مصفوفات مربعة 323 بينما 
8 -3 - 2, مصفوفة الوحدة 

تعريف9: مصفوفة الوحدة هي مصفوفة مربعة » وكل عناصر قطرها الرئيسي تساوي 1 وكل العناصر 

الأخرى تساوي الصفر.ويرمز لبا بالرمز ,7 إذا كانت من الرتبة 77 ؛ أو بالرمز 1 إذا لم يكن هناك 


التباس ع رتبتها. 
مثال ؟١١:‏ 
0 0 160 
0 1260 
0 60 1 6 0 1 
-2 0 1 0 ]ع و1 ح رآ 
0 1 0 06 1 0 
1[ 0 06 
1 0 0 06 
نظرية4: مصفوفة الوحدة عنصر حيادى © ضرب المصفوفات. 
مثال 14: احسب كلا مما يلي: 
23 2 001 3 1 0 0 391 2 1 
4 3- 0|]0 1 2(8-0 |0 1 410 3- 4-0(]آ1 
2 5 1كرالةا ‏ 0 0 1" 4 ثارت 5٠١‏ 1 
الحل: 
01١1 2 3 48٠0 2 23‏ 0 1 3 2 1 0م 0 3١/1‏ 2 1 
4 3- 4-0 3- 00 1 2(8-0 .|4 3- 0-0 1 40 3- 4-0 (آ1 
2 52 1 2< 15 1([1 0 0 3 1 1 0 تاعرس 5 12 
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١ 006‏ ري المكذدات 

تعريف١٠:‏ المحدد من الرتبة 7 77 هو عدد حقيقي نتحصل عليه من المصفوقة المربعة وذلك باستخدام 
قواعد حسابية معينة. ونرمز له بالرمز (1)4ء0. 

.يمكن الإشارة إلى أن قيمة المحددات 11 تساوي عنصرها. 

1-5-8 شتات المكددات اك 


5 
ذعريف :١١‏ المحدد 202 للمصفوفة | 4 هو حاصل ضرب عناصر القطر الرتيسى «النازل») 
6 


41 


5 م0 
عر - رمم »0 
2 


مثال 10: احسب المحددات التالية: 


0 |2 3 د 
520 13 
الحل: 
5- (ه-) -0- (اسعدق) - (40د1) - |0 ١2د‏ 6-4-2 - (4«»1) - (2»3) - و 0 
0م 5 53 1 


8 4 025 شاك التكدات 22 أردعع 


تعريف؟!١:‏ المحدد 323 للمصفوقفة المربعة 4 هو مجموع حواصل ضرب عناصر الأقطار الرئيسية الثلاثة 
(النازلة) ناقص مجموع حواصل ضرب عناصر الأقطار غير الركيسية الثلاثة (الصاعدة): و نتحصل على 
هذه الأقطار بإضافة عمودين مماثلين للعمودين الأول والثاني على الترتيب. 
وك 2©» ]رت 
لتكن المصفوفة | ووه د2© رده |- 4 فإن: 
03 082 إو2ت 
12 13|»11 412 إر1»| 13 12 إزرت 
دده د4>أيده دد» ري4|- أووه دوه ريه - ز4مم6عل 
دك 6وو4|وو© 2و4 4566| |ججمك 2و© روت 


دركرج نوجي - ررناوج 4 وجو - ورلاوح 4 رجو 4 - وو ارج 4و4 + رو وج 4ج 4 + وو وج4 7ك - 
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مثال ؟1: احسب المحددات التالية: 
3 
6 12 
7 


الحل: 
3 1 3 1 3 1 
6 32 6 3-2 6 1(2 
77 8أ4كى4 7 8 57 
(23 »ا 4) - (3*1» 7)-(8<69) - (227 »ع 9) + (8 3 < 3) + (4 »66> 1) - 
5- -24 -21 -72+126-432 +24 - 


80 |2 0 كنز | 3 لآب 
1[ 5أ3- 1 5]-3-2- 1 2]5 
قت 800 هب 0 إ|ى دك 0 


(0 5 » 4) - (1-< 2-3« 2-) - (2 2< 1 »ا 0) -(2-“*5 »2 ) + (0 >3- >“ 0) + (4 »1 1-) ع 
8--0-(6-)-20-0 -0 + 2-4 


مثال /17: احسب محددات المصفوفات التالية: 


0ك 23 [- 1 
1 “تب. 4وزاد2 . ادوهة 1 4-6 
0 1 


1 0 وت 
4 0 
3 : 5-519 0 3 5-]-2 
د 1 :0 0 6 
الحل: 
ه-د-ه ا | |-(ق)يمد ارده و |- )سمل 
1[ 1 0 1 
8 31 6©. | لوب 8 1 
الاد ةعسوت جك )دواو هه هب |1 ده واك|خ 2 فادكهةه 
ل ا بات 
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بينما لا يمكن حساب (06]1)8 لأنْ 2 ليست مصفوفة مربعة. 


مثال 14: نعتبر مصفوفات المعطاة 4 المثال السابق. احسب المحددات التالية: 
.12 )أعل لك ,(610)مع0 (3 (84 )أعل (2 48 )أعل 1 
الحل: 
لا نحتاج إلى حساب ضرب المصفوفات لأن المطلوب هو حساب المحددات فقط. نستخدم نتائج المشال 
السايق: 
5-- 5-< [ ع (8 )أعل >< (4 )أعل - (8 4 )أعل (1 
5 -1*ا 5- -ح (4, )اع << (8 )أعل - (فرظ )أعل (2 
0- - 107- » 10 - (182)فعل >»< ع )اعل - (0) )نعل (3 
0 - - 10<*< 107- -ح () )أعل »ا (10! )اع ع ((] )أعل 4 


8 - 5. مقلوب المصفوفة 


تعريف؟1: مقلوب مصفوفة مربعة 4 هو المصفوفة المربعة 47 - إن وجدت - بحيث حاصل ضربهما 
هو مصفوفة الوحدة» أي أنْ: 

7 - رار - جر ير 
سنتطرق ث هذا المستوى إلى مقلوب مصفوفة 2 »21 فقط 


نظرية/: إذا كان محدد مصفوفة مربعة 4 لا يساوي صفرا فائها تقبل مقلوبا وحيدا 
مقلوب مصفوفة 2 »2 : 


نظرية +: إذا كانت © و 5 و »© و 4 أربعة أعداد حقيقية بحيث 0 م572 - 4ه - 4 أعل لا يساوي الصفر 


يليما » 


فإن: 


ع5 - 4ه 4 © 


أي أنْ هذا القانون يسمح لنا بحساب مقلوب مصفوفة 2 عندها يكون محددها لا يساوي الصفر. 
مثال 14: احسب مقلوب المصفوفات 2 2 التالية: 


. يه 5 - 8 (2 5 - 4 1 
3 1 4 3 0 2 
الحل: 


1) محدد المصفوفة 4 لا يساوي الصفر إذن: 
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-1 1.5 


2) محدد المصفوفة 8لا يساوي الصفر إذن: 
2- 4 2- 4 
1 2- 9 9 ليه 
8 1 0000-2 71 - | أ 
3 
3) محدد المصفوفة © يساوي الصفر إذن لا يوجد مقلوبا. 


6, الأمبئلة 
نمرين١:‏ لتكن لدينا المصفوفات التالية: 


0 1- 0 لآ 9د 20 1ت 1 

أ لات 8 20 [|ده 21 5إ]-هض 1- 3 4-2 

5 لكأب # نه اد 3-: 0 3. 2ت * 
احسب ما يلي ان أمكن 


(38 - 1 + '5(2)6 ,(2 + '4(3)4 , “8 2- “4ة(3 ,'8 +26 ,32 +4 2-(1 


تمرين؟: احسب حاصل ضرب المصفوفات التالية: 


1- 112 2 1 1[ 4 
2- 1 3 
,| 3 4 5ة 3 2-(2 |0 1- )1 
2 1- 4 
2- 3-/2- 4 1- 2- 
1- 3 
1- 0 413 3- 2 
0م -4١2‏ 1- 2 1 
3- 5 2|2- 4 1-إ(4 3 )3 
1- 4ر1 7 3 0 
3 - 2 1)/ر5ة 0 1 
7 3 


نمرين؟: احسب كلا من المحددات التالية: 
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4 1 0/1 2 2 18 
6 3 1- 3 5 3 
3 2 1 0 2 1- 1[ 1 3 
أ4 1 6000 |1 1 3اإ( 5‏ ]2 1- 2إ4 
1[ 0 0 5 2 2- 0م 2 1- 
نمرين4: لتكن لدينا المصفوفة التالية: 
0 56 
6- 12 
احسب ما يلي: 
.(013)فعل (3 2 .(312)إعل  2(‏ .«(11)ناعل(آ 


تمرين4: احسب مقلوب كل مصفوفة مما يلي: 


0 ع 0 ٍِ 
53 - 8 (2 0 4 1 
2 1- 6- 4 


نمرين؟: لتكن لدينا المصفوفات التالية: 


6 له 


أوجد المصفوفات 2 و 0 و/ بحيث: 
.ل - ضر (3 


نمرين/: احسب المصفوفة التالية: 


4م 0 
نفرين4: لتكن لدينا المصفوفات التالية: 
00م 3ج 5 
6 
0 


احسب ما يلى ان أمكن 


2040 + 80-1 


3 2- 
ا -4 
68 


82 +24 دسم (]1 


و 
د 8 
| ك5 


+ هرايزب ,"0 - 8( , “إره (2 , “8م 1 


5 عع38م 
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5 ترك كن الاك 2201-0 


في فرع الميكانيكا من الفيزياء يعرف مركز الثقل أو مركز الثقالة لجسم ما على أنه نقطة في هذا الجسم الذي 
يكون العزم مساويا للصفر بالنسبة لها إذا وضعنا هذا الجسم في حقل قوى متوازي 
(مثل حقل الجاذبية في الغرفة). ويسمى في الرياضيات بالمرجح. 

يلعب مركز الثقل دورا أساسيا عند حمل الأثقال برافعة أو إلقاء ثقل بمظلة من طائرة. 

وفي الفيزياء تحتاج بعض المسائل معرفة مركز ثقل نظام لحلهاء مثل كتلة مخفضة. 

لايجاد مركز الثقل نتبع الخطوات 
التالية : 

1. بالنسبة للاجسام منتظمة الشكل 
فان مركز ثقل الجسم يكون عند 
مركزه كما في الدائرة والاسطوانة » 
أو هو نقطة تلاقي الخطوط 
المربع والمستطيل كما في الشكل 
رقم (1) . 

الشكل رقم (1) 

2. بالنسبة للجسم غير المنتظم يتم 
تحديد مركز الثقل2 باتباع 
الخطوات التالية . 


- نعلق الجسم من احدى نقاطه 
تعليقا حرا في محور افقي ونعلق 
في المحور نفسه ثقلا وننتظر حتى 
تستقر الصفيحة ونرسم على 
خط الثقل . الشكل رقم (2) 


- نعلق الصفد لصفيحة من نقطة اخرى » ونرسم على سطحها خطا اخر بذ ينطبق على خط الثقل » فيقع مركز الثقل عند 
نقطة تقاطع الخطين كما في الشكل (2) . 
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9 - 1 ملاحظات هامة حول ايجاد مركز الثقل 


1- يعرف مركز ثقل جسم بأنه النقطة التى تؤثر فيها محصلة أوزان الجسيم . 
2- مركز كتلة جسيمين عبارة عن النقطة على الخط الواصل بينهما وتقسمه بنسبة عكسيه للكتلتين . 
و "لطبي متاظكه بتكل له فى الستصفةييثما انريم والستطرل والنسوع خف المركز: الوندسيى 


4 


4- مركز ثقل مجموعة من النقط المادية المركزه عند نقط معينه فى المستوى هو اللي - - 


5 هو ك3 ققل ضفيحة رقيفة متجاشة على كل تلك هر عند نقطلة تلاق الدشفيماك المتوسيطة. 


6- مركز ثقل الأثقال 1,4,9,16 الموضوعة على مسافات متساوية ج من خط مستقيم (81/ هوعلى بعد 4 


7 درك اال وح يساك مر ا 0 


0 2 
8- مركز ثقل قوس من المنحنى (2) 1 - 737 هو 6 0 5 . 


ود نس كو تقل #ويو نيم المقح (20)60م بي 015 ظلة 7 0 
45 45 
0- مركز ثقل قوس دائرية منتظمة هو ©2510 . 
شك 
1- مركز ثقل قوس نصف دائرى 52 . 


2- مركز ثقل قوس ربع دائرى 2/24 . 


3- مركز ثقل قطاع دائرى نتخل /0 511 0 00 


3 0 


4 
031 


4/20 
لالع | 


4- مركز ثقل صفيحه نصف دائرية 
5- مركز ثقل فد صفيحة ربع دائرية 


6- مركز ثقل نصف كرة مصمت منتظم 0 . 
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7- عند تقسيم قوس من المنحنى (702 - 7 إلى عناصر طول كل منها 5 4 فإن وزن العنصر يساوى 
5 ممركز ثقله هو النقطه (2,98) وفى الإحداثيات القطبية يكون مركز ثقله هو (6 ملو , 058©”) . 
8- عند إيجاد مركز ثقل المساحة المحدده بالمنحنى (4)2 - 8 فإن العنصر المأخوذ عبارة عن مستطيل 
ووزنه 97/3 ومركز ثقله هو (2,59//2) . 

9- عند إيجاد مركز ثقل المساحة المحددة بالمنحنى ( 0 ) 0ه -1 فإن العنصر المأخوذ عبارة عن مثلث 


5 1 1 
ووزنه 2070 ومركز ثقله هو (1260ه 5 و 2058 ب . 


0- تنص نظريتا بابوس على أن (211«7)] - 5 » («4)211 - 77 . 
1- طرق التحميل هى قوة مركزه - موزعة بإنتظام - موزع طبقاً لداله معينه . 
2- عند إيجاد مركز ثقل قطاع دائرى منتظم نصف قطره ح وزاويته المركزية 20 فإنه يقسم إلى عناصر 


عبارة عن مثلثات ووزن العنصر يساوى 02786 : ومركز ثقله هو النقطه (0 11و َّ 2058 , 


3- عند إيجاد مركز ثقل السطح الدورانى الناتج من دوران المنحنى (1)2 - 7 حول محور السينات فإن 
وزن العنصر الناشئ عن الدوران يساوى 211:05 ومركز ثقله هو (2,0) . 

4- السطح الجانبى للمخروط الأجوف يمكن إعتباره ناشئاً عن دوران مستقيم حول محور السينات دورة 
كاملة ويكون وزن العنصر الدورانى مساوياً ككنيرر 21 . 


عند إجراء التكاملات للحصول على مركز الكتله تستخدم العلاقات التالية 


الا اللا ل ا الل ل اك حم كنا 
4 00 0 و4 40# 0 0 


6- فى الإحداثيات الكارتيزية 057(7)+0(7)- “(05) بينما فى القطبية يكون “(00)+2(7) - “(05) . 
7- إذا دارت المساحه المحصورة بين المنحنى (*)4 - 88 والمستقيمين 0 - * , ج  -‏ ومحور السينات 
دورة كاملة حول المحور السينى فلإيجاد مركز كتله الحجم الدورانى الناشئ تقسم المساحة إلى شرائح يكون 
الحجم الناشئ عن دوران هذه الشريحة يساوى»ة”بر 11 ومركز ثقل (0,<) . 

8ينتج نصف الكرة المصمت من دوران ربع دائرة حول محور 7 دورة كاملة ويكون حجم الشريحة 
المأخوذه ,1120 ومركز ثقلها (0,77) . 

9- تستخدم نظريتا بابوس فى إيجاد مركز كتلة المساحات وأطوال الأقواس إذا علمت الحجوم؛ السطوح 
الدورانية لها . 


9 عع58م كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


0- عندما يدور سلك نصف دائرى حول محور فيكون سطح كره بينما الصفيحه نصف دائرية تكون حجم 
3 


1- المخروط المصمت ينتج من دوران مساحة المثلث . 


2-9 . مركز ثقل الشكل 000 


النقطه الوسطى او مركز الثقلى (062010 ) لخط يمكن تحديدها باستخدام المعادلة (1) 
طريقة ايجاد النقطه الوسطى او مركز الثقل (067217010) لخط لبعض المعايير يتضح من الحالات التالية : 


1- النقطة الوسطى او مركز الثقل (0062010) لخط مستقيم 


تلاعت سرع و0 
عله 


عه نقلناء تلع تتترعة 


عاعنل أو عمق 


إجطلل | 


الشكل (3) 


0 معوم لأككلتاىا لم8 101/4 ناخ الاع .انا 


)1( 
وهكذا مركز الثقل (062:010 ) يقع عند منتف الخط المستقيم » ايا كان اتجاه الخط كما في الشكل (4). 


لا 
4 


ووكج .١‏ 60 
مو 5 
ع 
الشكل (4) 
2- مركز الثقل (62010) ) لاي قوس من الدائرة كما في الشكل (5) 
+ .» 2 -,1- طول القوس ( ع5 4ه طاقدع.] ) 
,2 0 - 01 
من المعادلة (2) ينتج 
0 .وده 1] 20-2 1 يد 6 
[0 مة] 22 - 
م © صنس كر “0 حتذه 2 >< 1242 
م 0 
0 210 5 
0 . و صنه 1 [ - :آ4 نز ]ناعير ته 
[6 5م»-] 22 - 
1 0 - 
الشكل (5) - ع1 


1 عمعوم لأككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


من المعادلة (1) والمعادلة )2( نحصل على مركز الثقل(10م مع ( لنصف دائرة كما في الشكل )6( باخذ 


: 


الشكل (7) الشكل (6) 

21 599 
2-2 ©1ع:5622111 101 لنصف الدائرة 

0 - عل 
بعاعنتك د عه :نوين روم لربع الدائرة 

215 
يي 

1 

00 

- ع1 


3- مركز الثقل (06010) لقطاعات الخط المركب 
تحصل ظلل النتيجية الحالف القيابية باتشخدام قطاعات مختافة وبجد ذلك المؤائلة رف (3) في الشكل الات 


“بهل للك ع7 لآب بآ 
)03( 0 ل 


2 ع38م لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


احيانا يمكن الحصول على مركز الثقل (062010) ( جنل , يكر) اذا كانت قطاعات الخط في الفضاء يمكن ان 
يستخدم الاشتقاق (ر 2 لقط- لمك) . 


الطريقة موضحة في الامثلة التالية : 


مثال (1) : المطلوب تحديد النقطه الوسطى من سلك منتظم موحد كما هو مبين في الشكل. 


8 م 
اج ب بوم مهلها 


تلطأ ك5لمأكرع نأل ال 


الحل. يتم تقسيم الشكل المركب إلى 3 أشكال بسيطة » كما كما هو مبين أدناه . 


عصنا غاعندعده و8 لم 
(0 ,200) 601 بحصحط 400 ع رآ 
1ع قمهةة ج77 
00> 
ا - ,75 ) و ,4 - 2 150 - مآ 


(92.49 ,475) جا ,.1.6 
عصنا غاعوتهدة وسرليى 
250 
1 808.25 > 309 ومع --- + 300 + 400 - ود :250 - وآ 


2 
تقتحمط 62.5 > 30 حنذزة 125 - ولا 
تتتحط 1121.24 - وآ + وآ + بآ - .[آ طاوحع!ا لهأه[1] .٠.‏ 


60/5 بمآئة ع يدا 
5 >< 250 + 475 »ا 471.24 + 200 ١‏ 400 ح يند 1121.24 
تحط 451.20 د يد 
605 بلاسآلة - , لانآ 


5 <<" 250 + 95.49 »ا 471.24 + 0 »*< 400 ح ,1 1121.24 
تقتحط 54.07 ع1 


3 معوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال (2) : المطلوب تحديد مركز الثقل لسلك منتظم كما هو مبين في الشكل؟ 


م 


سس ]600611 ل سحو 


الحل. يتم تقسيم الشكل المركب إلى 3 أشكال بسيطة » كما كما هو مبين أدناه 


459 صزة 150 + 200 :45 ومء 150 - 6)600 له (100 ,62)600 :(0 ,61)300 
(306.07 ,01)493.93 1.6 
1 300 > وآ بتتتقط 200 > مآ بتقتقا 600 > بآ 
تقتط 1100 - 300 + 200 + 600 - 1 طأوحع! 1041 
أعع علا تراط د يتآ ملاوع عطا حتامرظ .. 
وما + وتما + بترا > ,3 1100 
3 < 300 + 600 << 200 + 300 “ا 600 - 
7.44 - ,1 
بإناة د إانا لزنا 
7 < 300 + 100 “ا 200 + 0 “ا 600 - .1 1100 
تحط 101.66 ,لا 


4 عع5وم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال (3) : المطلوب تحديد مركز الثقل لسلك منتظم كما هو مبين في الشكل؟ 


48 1007 100 

80 1407 0 140 

*45 605 300 + 280 *45 (أ5 300 300 را 
3 - 


تقتحمط 1053.98 > 300 + 1407 + 1007 - .[آ 
أعع 0لا لترآلة د يشا .تلاوء حاممآ1 
459 تتزة 300 ا 300 + 0 ا 1407 + 100 << 1007 - ,د 1053.98 


تحط 90.19 ع يد 
3 *« 300 + 140 »* 140 + 0 » 100 - نز 1053.98 ,نوامملتسزة 
تصحمط 198.50 ع1 
ووو + 20150 ى جوو1 ب ال يرج100 - رج 10535.98 سه 
1 1 


2,2 56.17 


55 عع8وم لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


9 - 3. مركز تقل المساحات ا ل © 


حر 
ات 
3 
5 
- 


صفيحة مركبة 1265م 05166م2ده© 2 ٠‏ 
١ 7‏ ح 17ح ك2 
<١! 7‏ ح ارح 7 


6 ممعم لأككلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


مساحة مركبة 3 01105116 
2004-2 
مز < -م 1١‏ 


23 << 384+ 7< 576+ 27 << 9.6 > (120()80) عاعصماءعع ]1 
١3 - 79 >73‏ 144+ 3< 3.6 ع (1)120(0)60 01 
3< 596.4+ 3< 339.3+ 07 << 5.655 ع 1)60(2 اعد جرع 5 
7< 402.2- 7 301.6- 0 | 103 »< 5.027- ع 40(2)س - عاعا 


3 < 506.2+ د مره 


لت 01 ا ا 21 
“"مطمم”10» 506.2 ح ,00 


"صم 757.710 - ,0 


7 عع38م لككتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


(تصطة757.710+ _ 4 
تند 103 :13.828 2:4 


1 54.8 - غر 


ىر 


7تتط 102 506.2 + 234 دج 
لس 13.828:10 2 ك4 


9 - 5 . ايجاد مركز الثقل بالتكامل اا ا 1 © ا 1 


2 35 4ك م تطتصقعل 7( 3801060 ع5 11337 220126121 غ215 عط لط ما ممنهورععادز عاطنامما ٠‏ 
لك ناه عاق تماءع؟ سلطا 


: يتم ايجاد العزم الاول باستخدام تكامل مزدوج كما يلي‎ ٠ 


هل .مت | - برل || - 04 | - لمع 
مم ]| - 0ع بر || - ملرر | - مر 


(ن ,)م2 


مكل .2 | دمع 
(«نر) عر تت 
مه ىر 00 


(0نز) 7 ] - 


8 عمعهم لأكثلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (5) باستخدام التكامل اوجد مركز ثقل المساحة في الشكل الاتي ؟ 


011طهتتهم 2 01 610ت0ضدعء عط 01 مم10 عط «ملنممعع غ10 أععنتل باط عمتصسسعئء12 
ل 


5011071707 


.ا أموغكممء عط عمتمعغع م © 


3م10 عط عغأدبالوه/يط 2 ٠‏ 
ركم ]5 أوغخصمه2 مط عه أوعلنيعنا وعط ]اع عماأولا  ٠‏ 


عط عم مغ ممنغخوعععغمأ عاعمأد 3 معمامرعم 
.كاطع مهما غ5 ا؟ 


»© ألم أمع عط عأوباهبط 2 ٠‏ 


الحل : 
نؤجد قيمة الثابت عكر 
1-1 
ده مدن 
4 
ا دعن عن كبن 
00 2 
قدين البشاخة القلرة 
له | - 4 
44 
ع 7 44 
0ك -<ع “2ج ] - عرز | - 
3 2 2 0 
0 0 004 
4 


9 عمع8وم لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


نه | اا - جنر 3 ] - ري ] - ,© 
- 4 5 3 8 


ل 0 
0 115322451 


0 


تقدير احداثيات مركز الثقل 


25 

”" 5 طه 

7م 4 3 
+« - 4[ 

يد +05 _ طه, 
0 01 3 


0 عمعهم لأككلتاىا لم8 101/4 ناخ الاع .انا 


0009 كركن تكن الككم 06 لاك '«لأاك 01111110111 ©) تازه ل5لن ا الك © 


مثال (6) : اوجد مركز الثقل للشكل التالي ؟ 


1 عمعهم لككلتاىا 841/1 101/4 ناخ الاع .انا 


(لقطقط) 2 (لضصم) يز (لضصم) كا 


0 0 
0 


مثال (7) : اوجد مركز الثقل للشكل التالي ؟ 


مجموع عزوم الاوزان في المركز 2) تساوي مجموع اوزان 


جميع الاجزاء 


217 2577-5 رع - 7577 معد عع 


7 ا - 297 7روع دواع عع 


2 عمع3هم 


0 
155 
0 
0 


(“تصم) “ا مره 
207 “80 
05 تع الات 
16107 500 
40 عيعرام5 
65 .1 


1 0131 


111 11 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


الحل : 1 
نجزء الجسم الى عدد الاجزاء التي يتكون 
منها الجسم المجمع 


)4.5()2()0.5( > 


003 1 ح- (17)9(2)0.5 
4- 7- - (0.5(2)0.5)- | 111 
9- 7- - (0.5(2)0.5)- | 117 


06 : 
التتتد لتكت 1 ا ا ا ا 


22] - 5 


3 معوم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


5 - (4.5()2()0.5) 
1 ح- (17)2(2)0.5 

-)0.5(2)0.5( - -7 

-)0.5(2)0.5( - --7 


02.3 
-4 


221 - 55 


[ثمذمة2 )| “مزوه.ت) - مع مجع دع 


(تهذم28ك)/| كمذجده.ئى ا - مع جرع - ر 


تام تع) “هنش ده يا- وجز وه بج 


افلتارزايرا- 


/اأ ألا 013 300 17355 ,لا1أ060117 05 5اأعأقع0 م31 06 مق أللاه ,0أمأصع ه 
531 5أ م لاأأقضع0 ع5 ]ا علاعصامك الات مضه 0أمتامع0 «ه 
١] 9 15 ©0513‏ ع0أعمامه 06 صق /ا0 ١ه‏ 


1 لاط له أ3اباءا 03 «ه 
مهأ ن0عما ه 


/لا500 00511 ته ه 


5 ]|]ألاام/اع] لاط 02713160 500145 101 156011775 5لامم23 ه 


4 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


9 -7, أمثنة متنوعة محلونة 


مثال (8) عين مركز الثقل لسلك متجانس كما في الشكل ادناه ؟ 


(صتم) بر (تصحم) عد (تصحم)ء لط ا2عت7تعوع5 


0 300 6000 كل 
8.125:104 *19.510 125 300 6050 6 
23.104 0 125 0 2230 مم 
“11.25:10 :37.510 1200 2 


تتمم 250 > 1500 /37.52104 - ل لعولا - غ8 
تضم 75 > 1500 /11.252104 - اير > 1 


مثال (9) عين مركز الثقل للمساحات في الشكل الاتي؟ 


لتم 60س“ 


تم 40 ديع 4 ا 
0 1 أ الم 80 
2 


1 9 0 - 


فلات 105,46 


ا 


-20 1 


(ثسم) بر (تصص) مع (تصص)بر (صص)عد تصص) 4 


107ع 84 :576210 40 60 107 9,6 1 
107 72- :144210 0 40 107 3.6 11 
7 2 596.4 2103 393.3 105.46 60 5.655103 11]آ]1 
07 402.2- 301.6103- 80 00 :5.02710- 107 


07خ 506.2 :757.710 107 ع 13.828 2 


65 مع38م لأككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (10) اوجد مركز الثقل للحجوم في الشكل الاتي؟ 


5003 عط 04 10متامعه عط عندعه1 


سع ل 
محم 225 كت لسحر 36 1 1 
3 7 2 00 26,1 “تحتحط ,رع كاه 001121112 
د 4# 1 اام 
“10 2< 10.18 - 5 - 2105 0.4524 - (60) جترع ابره تصعط 
3 2 اسطوانة 
26 56.55 50 105 1.131 > 100 ع 602 7 ع لصتا 5 
مخرو 
106 ع 28.28 - 75 06 ع 0.377- > 100 عن 602 وا - عام 
6 ع 18.09 5 ع 1.206 2 


تقتطط 15 > 105 ع5 1.206 / “10 عر 18.09 - 2 
و0 0 - 2 حدر 


مثال (11) اوجد مركز الثقل للحجوم في الشكل الاتي؟ 


يتركز عزم الوزن الكلي في مركز الثقل 2) ويساوي 
مجمو 3 عزوم اوزان الاجزاء المركبة ش اح يبا" 28# 12 1 


2217 - 2317 [الالةء 73017 17ر8 - 8817 > 0 


: 7 
يكون كالاتي للاجسام المتجانسة الالآلالاا 203 جر 


>50 10 


7 
كه سو 


7 - 221 7 - 117 7 - ره >« زورون 12 


تم 112 


تتح 50 


1210 | إه- 
١‏ 
.تحتل جد 0,03 
38 


كف 


0.5 0 7 -« 


6 عمع3م لأكثتاىا لم8 101/4 راخالاع .انا 


نجزء الجسم الى عدد الاجزاء التي يتكون 
متها الجسم المجمع 


نصحم 112 


تح 50 


005 


: 01 : 1 03 ع 67.2 ع 12 جز وت + 112 
١ 7 1.1510“‏ 1 1 107 »1963 ع 13 > 502 برد 
10-7 + 27- 10 0.155- 10 عر 141 3- ح 12 5 »د يوا 
107 عقت 1 - 


7 عا ج18 .0- 


1 1 2 757: 


- 8522 107 


1352 1072277 


تمك 0 > 63,047 > 217 


(5.024107[/)63.347»107) - 5!27/507 - ع2 


مم 1 86 


دس 112 


(13.52»107[/)63.347102-) - 5077/5097 - 7 سو 
س 10 9.1- > ا ش #1 


5027/5077 - )25.22»107[/)63.347107( 


م4710 -7 


7 ممعم كاتا لم8 101/4 راخالاع .نا 


مثال (12) عين مركز الثقل للمساحات في الشكل الاتي؟ 


3 


الحل : نكون جدول ونجد فيه قيم (ي , و8 , نلك , زر2/1 ,12/1 ) 


سي ل م ام كك ا 


/ 
100 20 20 (62 وسكا 


لحرك رك 1ن ل 6 ١‏ 20 


عكة ) 'أعألاع 11355 عط 01 0010102365 (ز تنه عد ع1 


(2)8-38 _ نفنارز _ 5 
6 +0002 م4 اد 


67 -8 0014 
2 1.186- ع 1.1864- ع _- - 
0 5 0 14-6 4 0 


0.311- ع 0.31164- عع 


8 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


سؤال (1) عين مركز التقل لسلك متجانس كما في الاشكال ادناه ؟ 


3 :دع دنع 


مسإ ظ 
5 ا كه 3 

ا | 3 

لقا 7 


(7270 58.3- ع 7ز) :( تدم 0 ع ع  )‏ : عرعما 4715 


(70710 85.83 ع 7() :( 7171 34.38 - ع ) : مرع 471517 


سؤال (2) عين مركز الثقل للمساحات في الاشكال ادناه ؟ 


3 
ا‎ 
١ 
١ 


نك ووم 200 مإ 


(1017111 122 ع 36  )‏ : “لعايا 4115 


701111 حجنا فم 1فمع سان[ 


(7070 8. 85 ع 7() :( تدم 92.9 ع ع  )‏ : عرع 471517 


لكالا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


9 عمع38م 


3 

١ 

| 1 

تتم 150 + تتتمم 200 >< تتح 200 كم 


ال رس سس سك | |" هارا 
(م 1.42 - ©) ب(مخ 2,73 د مر ) : مومهم (770772 1.22 ع 7) :( 171111 0.348 - ح عن  )‏ : رع نايا5 471 


21 صز كه تكصع دم 1ر1 


(72772 308 ع 7() :7177 66.6 ع 2  )‏ : مرج 471517 


0 معمعهوم كاتا لم8 101/4 راخالاع .نا 


سؤال )3( عين مركز الثقل للحجوم في الاشكال ادناه ؟ 


سجر 


7171 70 ح 36  )‏ : 1ج 41151 (1 2.68 ع 77) :0ن 1.47 ع ع2 ) : «تعرا4715 


3 
ا‎ 
١ 


معنن دمن[ أدج صا عده أفمع ص11 


(7117111 45.7- تح [ز) :( 777111 53.3 ع 2  )‏ : «رع 411517 


1 22 ح 7 :(111111 67.7 ح 7() :( 1717111 62.1 ع ع  )‏ : رع مارا5 471 


1 عمعوم كاتا لم8 101/8 راث الاع .نا 


2 عع58م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


1 عزْم القصور الذاتي 


عزم القصور الذاتى" 106:13 014 01/101764 هى قابلية الأجسام الصلبة و80 10ع81 للدوارن حول محور 
يمر بمركز ثقلها.. "'1355/ 01 ©0+0ع6 . 

وقبل الحديث عن تفاصيل خاصة بعزم القصور الذاتى لأبد وأن نتحدث أولاً قليلآً عن ال 80037 21810 والفرق 
الأساسى ما بينه وما بين الجسيم 23:61216 » فذلك يصنع فارقاً هائلاً أثناء التعامل بالقوانين الرياضية التى تحكم 
التعامل مع الأجسام أثناء الحركة الدينامكية.. 710]10 12922112 ال 80037 11810 هى أجسام صلبة لا تتغير 
أبعادها قط مع الحركة»؛ ولهذه الأجسام مركز ثقل معروف يتم اللجوء إليه للتعبير عن كميات أخرى تحكم الجسم 
كالكمية التى سنتحدث عنها فى موضوعنا. فمثلاً لا يمكن أعتبار قطعة من الأسفنج أو العجين ك 5003 121810 

والسبب أنها تتعرض لعملية تشويه 17200123107 أثناء الحركة ولا يمكنها الحفاظ على أبعاد جسمها طوال 
الوقت. فى حين أن أسطوانة 007110061 من الحديد لا تتغير أبعاد قطرها وأرتفاعها أثناء الدوران. 

ويعرف عزم القصور الذاتي 7 لجسيم كتله #: حول محور 48 أو نقطة 0 أو مستوى بأنه حاصل ضرب الكتلة 
في مربع بعدها عن المحور أو النقطة أو المستوى أي أن: 


2 
)1( / 171 حا كور 
حيث / هو بعد الكتلة ووم عن ١‏ لمستقيم أو النة لنقطة أو ا لمستوى من التعريف نلاحظ أن عزم القصور الذاتي كمية 


موجبة أو صفر. 
15 4 كل 01 122][ 3 360111 111 272355 01 311216 3 01 1212113 01 ]201222 عط :102)تسلقء را 
1[ عط 0غ دكقطد عط ستمط ععصقاكتل عط كذ 2 معطو 71/7 > 1 وج لعستاعل 


.312011111010 20513576 15 126113 01 7012026216 عط غهطلا غأه لا 
2 


( > ,3 وعد ) 3:4 


3 ععوم لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


نفرض جسيم كتلة 0 عند النقطة (2 ,لإ ,) بالنسبة إلى مجموعة المحاور 72و« م سنرمز إلى عزوم القصور 
الذاتي للجسيم حول المحاور :اه , تزه , 02 بالرموز ؛ن,1 وبررة 2ر1 على الترتيب وتتعين من. 


22 + )م 1 
2( :5 )22 . 00 حت 1 
توس 006 0 


سنرمز إلى عزم القصور الذاتي للجسيم حول النقطة 0 بالرمز م1 ويتعين في : 


0 


2 2 2 
0 (22 + تمر + )مم ح ل 
عزم القصور الذاتي للجسيم حول المستوى 7# 0<( أي المستوى 0 - 2 ) يتعين من : 


2 | 
72 ح وى 1 


(4) 


بالمثل عزما القصور الذاتي للجسيم حول المستوى 0 - 3 والمستوى 0 - م يتعينان من العلاقتين: 


(5) 


20 06 الفشين تدرف لاك تسق ا ا ا ا ا ا 11 


لإيجاد عزم القصور الذاتي في هذه الحالة نقسم ١‏ لجسم المتماسك إلى عناصر صغيرة كل منها عبارة عن جسيم 
ولتكن 4171© هى كتلة أحد هذه العناصر وأنه عند النقطة ( 7 ,لا , ) بالنسبة إلى مجموعة المحاور 0 فتكون 
عزوم القصور الذاتي للجسم المتماسك حول محاور الإحداثيات م ,/زمح ,02 هي على الترتيب: 


1 0 ( 2ج + - 1 
)6( صو( 2 + 2ع) 1 ع ,1 


54 


, | تر 2ن)ا - 1 


4 عع3م لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


عزم القصور الذاتي للجسم المتماسك حول النقطة 0 يعطى من المعادلة التالية : 


7 0 227 سس 2رو ب شير ) ورور حل 


0 


عزوم القصور الذاتي للجسم المتماسك حول المستويات (0 ت#« و0-مر .و 72-0) هي: 


01 2[ ح نآ 
473 72ح رآ 
5 22 [ وآ 


امك ؟ 0 الاك :تلان ك5كك 117 ااانا 11 


إذا كان الجسيم عبارة عن صفيحة مستوية فإن: 


زو برلجى1 دسف تبر أجصة 2[ - وروز #بر+ 2« )] - ,1 


أي أن عزم القصور الذاتي لصفيحة مستوية بالنسبة إلى محور عمودي عليها يساوي مجموع عزوم القصور 
الذاتي حول أي محورين متعامدين في مستوى الصحيفة وما رين بنقطة تقاطع المحور مع الصفيحة المستوية. 


4-6. القصور الذاتي ا 10 


يعرف نصف قطر القصور الذاتي م لجسم متماسك كتلته :م من العلاقة : 


5 عع8وم لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


2 _- 
(00 7 ح ل 
ويمكن دائماً كتابة عزم القصور الذاتي 1 لجسم متماسك كما في المعادلة (10). 


وهذه العلاقة صحيحة فقط لجسيم ذو أبعاد صغيرة بالمقارنة مع بعده عن محور الدوران. أما لو كان لدينا منظومة 
مؤلفة من عدد كبير من الجسيمات أو جسم صلب كبير فإننا نجد عزم القصور الذاتي الكلي بتجزئة الجسم لأجزاء 


صغيرة وجمع عزوم قصور هذه الأجزاء» أي: 


ذم 
2 2 2 2 
111 2 > 271.77 ...7122.71 + 771.71 جح 1 
1-1 
(11) 5 
( لال ,... و3 1,2 ع 1) 


حيث أن : 
بعد الجسيم :78 عن محور الدوران. وإذا اصبحت المنظومة جسما صلبا فإننا نجزئه لأجزاء عنصرية ,712/ 


يحتل كل منها حجما صغيرا يمكن تحديد موضعه في الجسم الصلب بالنسبة لمحور الدوران بالمتجه ,. أن عدد 
هذه الأجزاء العنصرية يصبح كبيرا جدا بحيث نكتب: 


2 
1 - 22 11 5 


بالمتجه م » ونكتب: 


2 00 
(13) 011 7 1 
حيث يمتد التكامل على الجسم الصلب كله . ومما لاشك فيه ان حساب عزم القصور الذاتي يحتاج لمعرفة وافية 
بطرق التكامل التي يمكن ان تكون معقدة » ويمكن كتابة عزم القصور الذاتي لاي جسم حول محور ثابت في 
الفضاء 700 بالشكل : 

2 

1 - | 79.1 
)14( 


0 


حيث ان : 


6 عمعع38م كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


وبر - كتثلة الجسم 
- طول يدعى نصف قطر الدور ان 071:06011© /0 12001115 
ويمثل البعد عن المحور المفروض والذي لو كان كل جسم متجمعا عنده كنقطة صغيرة لكان عزم قصوره الذاتي 
هو بم . ويمكن في حالات معينة معرفة عزم القصور الذاتي لجسم صلب بالنسبة لمحور ما اذا عرفنا عزم 
قصوره الذاتي بالنسبة لمحور او محاور اخرى . 
واهم الطرق لحسابه هي : 

1. نظرية المحاور المتوازية ««رعء:11601 5أعاش 5201701121 

2. نظرية المحاور المتعامدة 112601111 5< 170111101 


5-60 المحاور المتوازية درعمرمع 0" وتكدى عالهمرومر 


وتنص على أن "عزم القصور الذاتي لجسم متماسك حول محور ماً يساوي عزم القصور الذاتي حول محور 
موازي للأول ومار بمركز ثقل الجسم مضافاً إليه حاصل ضرب كتلة الجسيم في مربع البعد بين المحورين" . 
وتفيد هذه النظرية للاجسام التي تكون مركبة » ويمكن حسابها من المعادلات التاية: 


)15( 


حيث المحور '« 0 يمر بمركز الجسم »ء 4 هو البعد بين المحورين 'ا 0 و*««0. 


الجدول رقم (1) يبين نصف قطر دوران بعض الاجسام الصلبة (7) و الشكل رقم (2) يوضح عزم القصور 
الذاتي لبعض الاجسام » أما الجدول (2) يوضح عزم القصور الذاتي لبعض الاجسام. 


7 عمع3م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


الجدول رقم (1) يبين نصف قطر دوران بعض الاجسام الصلبة (2/ . 2م - 1) 
محور الدوران 


عمودي على السلك عند المركز 


عمودي على السلك عند الطرف 


1. صحيفة مستطيلة مستوية ابعادها 2 و 0 موازيا لطرفها 7 تعمارا من المركز : 
2. صحيفة مستطيلة مستوية ابعادها 8 و © عمودي عليها ويمر من المركز 
1. قرص رقيق نصف قطره 0 يمر من المركز في مستويه 1 


2 قرص رقيق نصف قطره 0 يمر من المركز عمودي على مستويه 


يمر من المركز في مستويها 


يمر من المركزعمودي على مستويها 


ظ 
03 


قشرة كروية رقيقة نصف قطرها © يمر من المركز عمود على الوجه © 


وموازيا للطرف © 


متوازي مستطيلات صلب قائم ابعاده © و2 و © | يمر من المركز عمود على الوجه 07 


وموازيا للطرف © 


8 عمعوم لككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


2 13 
١م"‏ + -ا 


/- 0 


2 


الشكل (2) يوضح عزم القصور الذاتي لبعض الاجسام 


الجدول (2) يوضح عزم القصور الذاتي لبعض الاجسام 


01 111113 01 110111111 
تنسر عزم القصور الذاتي 


انا 11 


شك 


126160101100 
وصف 


متم '1 ععصماأكتل 2 غ2 111 111055 1201111 
كتلة نقطية ]0 قتعتةق علا 
20126116 3 م235 غ20 0065 12355 قزمم لكر 
لاط ,كت 015872 15 3101120 2603عم1 01 
1 115128 

71 015 أ 1أ10م0م 

1532ل 3 3101120 12113 01 اأمعجزممم لكر 
.17 15 20300 01 كلعده 


,11 لطة 11 ,11105565 727011114 1170 1 


17 31360م56 320 مم 22355 0لع116لع1 طختك 
٠لا‏ ,015632 3 
قضيب 100 


01 5عتة ,72 12355 20ت ظ طأعمء1[ 01 
.20 6 01 مده عطا غت 0م1020 


5 700 66 غ2 355111265 1655101م2<© 115 1' 
كلط]' .1711 (118510 غتاط) صنط راع )تمصا مه 
صلطا عط 015 عكهء لهجلععم5 2 موكله 1 
0 ]0 315 غ1 عغهام 2تللاعصماءع] 


9 معهم 


كاتا ع اام 01/4 1 راثالااع .انا 


2ر11 
12 - 1 
ح 1 
1010 
-- م 
0101 
7 7 1 
100 
1 -5 1 5 1 
2 
عجوم ح ور 


0 عمعهم 


م 


ا -تط طناتك؟ ,عنهام عط 01 ده عط غه 
.0 سما له 


قضيب 200 


12355 320 ظ طأعدع1 01 


55 700 66 غ12) 355111265 16551012م2<© 115 1' 
كتط]' .112 (11810 غناط) صنطا تإاعغتسمقصا مه 
اماع26 طنط عطا 1ه عكقه 1م6م5 3 15 
611 عط غ3 203002 01 كله طتتصد عغ13م 

.0 خط لة ط - 7د طلا ,عنهام عط آه 


م00١‏ ! :101نا 17 111111 

طوق دائري رقيق 
1 121355 3120 7 21301115 001 
115 
11 10115 3 


61م عم5هه لهلعم 5‏ 83 13 


د 08 كت طلأع1 5 , 0 -<ط 


1 عم طغام؟ عطتط لمعتعلصنتاتى لعلله ا اعتطا 


.0 -8 لصدد” > 11 طاك؟؟ ,كمه 


151ل 50110 ,11111 1 
قرص صلد رقيق 
12355 320 "7 1301115 01 
50110 عط 1ه عكقه لملعءم5 3 15 علط 1" 
.0 - 2 طنتم؟ متعلستاتى 


- 1 0 كت 
025601162 3 15 2 #202000 000 


4 111 
٠‏ 3205 تق[تك تلع مع عط 01 


لاض اأعداد له0 111011 أتزح 11111 1 
,1105© 026211 

قذيفة أسطوانية رقيقة مع نهايات مفتوحة 
22355 320 7 2301115 01 
لاغطد عط غهط) 355112265 5102د125م<ه كلط1' 
لداععم5 2 15 غ]آ .ع1طتمتاع22 15 ددوعصساعتط) 
لمعتناصتاتكقك لعالةمساعتطا عط 1ه عكهء 
وت 11 101 معطلا 
2 01 20ء عط غ2 71 22355 غطامم 3 ,مكلاكظ 
]2720112611 53226 كتلط كقط 7 طاعدع1 01 100 
لعللق 15" عتلة7؟ عط له تتاترعمذ 1ه 
]0 115ل30؟ عطا 


لأككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


501100101 


2 اسطوانة صلدة 
اليا كت 122355 320 1 غطعتعط ,7 كتطتلة1 01 
2 1 1 -كاعتطا عط 01 عكقء لملعم5 2 15 ولطكل' 
9 3 حرق 1711 د ر! ع ع1 0 0١.‏ >" كمد رعطتة لوعسضلسمتتى لعاللدج 


7 60م51732 56 5101110 كلعجة 2-77 :عغ810) 
.(ع0تهمةآ لعل تفط غطع ةن 203:0تأ5 0 


عطن لدعتتلستاك لعللهى لعن 1" 
1 1 2015© 02611 11111 
0 +- 1 7 0 :. 9 9 1 َ 


رد 1300115 011161 ,71 15اتل13 “لاعممز 01 


3ه 1 و1/(رقرم) - ) 001100 22355 لطة 2 طأعدء1 


ا : 1/ 
0 دوع اع لط 20111211260 عمتدد عط لمدامغه 7اأكمعل 3 طتتكلا 
' : 1 
1 0 ع 6 27 _ 1 
: ' ٍ' تع مرمء 
03 31 20 3 0 3 101 ح رآ ع ع1 3 5 1 1 8 
(كي: - كوم)3) 0 رآ - .1 
7 0 _-- رباعي السطوح 131*30101001101« 
920 ح ينمو 1 ١‏ 00 00 
7 و( يي 31 10355 لحت 5 5106 01 
3 _ بإ تمه 
ننه ]آم[ : 
12 1 
أ 


(1101!01) 207011:[ه1 ع0 


حب لط المكرفا) 


21 51355 20ت 5 5106 01 


(50110) 11©07:011ه1 000 


تح د علدا 


27 21355 20ت 5 5106 01 


1 ععوم لكالا لم8 101/4 راخالاع .انا 


0] 


5 


3 3 


- 11 


72 


كرة ( مجوفة) (1101101) 52/1617 


01 1301115 7 310 11355 


ع6 م6 معكله ه56 حتقء عتتعطم5 176ه1[مط ىر 
601 ككلع2]دك ‏ ماك 01 جنا 12206 
,205 32لتاعتتكء م,طتطا 177ل2لطزدع] مط 


عزن 1201 عط 111 


ع7 بكلعةؤ5 512816 3 01) 7 0 0 مآ 
.(7 0غ ”7 ح مطامط ورع1 11ل كناتلة؟ عطلا 


كرة صلدة (50110) الوط 


01 1301115 17 350 12355 


هنا 22306 ه56 مغ مععلةغ ع5 حتقء معطم ىر 
يصطتط) 7القسزوعغتمقمز 01 ككعاعماد متا 1ه 
و0111 115ل220 عطا عتتغط؟ ,دعؤ5تل 50110 
ع7 ,كلعة]5 ع51281 2 02) '7 10 0 12مآ 

.(17 10 7 - متم 5رع 11ل كناتلة؟ عطلا 


كرة (مجوفة)  '‏ (1!©١!د)‏ 522/1161 


لدعتتعطم5 ل0ع2غ6غ2]6عه 1115 ,د كتتلة 01 

12355 320 71 30115 01 اواأتكقء 

عط ,0 >7 15ئل0لة؟ 7ألكقء عط رمعط/لا 

.(ع3007) للهط 50110 3 15 عء زه 
2 لكام 


7-0 5-2 77 - 3 


2 15 غعع00(6 عط 0ه ,ر,د” > 1 «عط/لا 
.عاطم 7ه 1امط 


6 :21110101 1210111 
مخروط دائري قائم 


لمطة 2 غطاعاعط ,7 كناتلج؟ ناما 
. 771 12355 


2 معهم 


لأككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


ل ][01:15_0 1 


ماع56 - 5055© ,© كتائلل193آ1 


:2 2 الامطم 
72355 3520 2 130115 


:35 ل[2ع77620 ع اتامطىر 
5 
71 0 .3< 6 


(50110) 010كمةااط 


ان © لمت ,0,8 3525 [مرء5 001 


771 562 عاك 0 : 


111255 31 


©01اط :161011011101 111111 


2 122355 320 ا للد ,1 غطوتعط 01 
عطا 05 0ل2هء عطا غج 2م020 01 كتحك) 


(ع136م 


01 آط :161011011101 111111 


لطة 7 غ110 01 له ل غطائتعط 01 
31 111255 


50110 222101 


320 ,© لامعل 0ه ,17 غ110 رط غجائتعط 01 
1 111355 


طاك عطتكت لمعدعتره تإاتملتسزةر ه نرمط 
,5 طأودع]! 1ه 51065 


1 0011--- 


3 عمعوم لككلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


(1217/2 د 102 2ر1 + 22 72) « _ 
(22 + 11:2 + 12) 6 


11 


١©+ © ١ ©(‏ 8+8 : )م 1 
ار 
١ 2 1 2 7 2‏ اط 3 لبط 8 بو )بط # برط 2 7 
١د‏ 6 3 
|82 0 تبوظ| 2 
500 01 
[(2) “م3 + ]] 51 1-7 


ا 1 


21101112ظ1 1 
م 


50110 222101 


رآ طأقدع! لطت ,717 غ110 ,رط غطع تعط 01 
1360221 غدع1028 عط طات1 ذكمحط مه 
.كلعتة عط 5ه 


,5 17711151065 عطتكء 3 10 


111011100 


لطة طتفتره عط غن دععنصع 7‏ نلكو 
3601 1013128 ,202355711 18111 ,0 مه طغه 
له عطقام عط مغ نهلنء1لمءم627م كتعتة نه 


©6] اع 1011© 355125م 


20111 71 


300 بر ,... وو رو ررظ وععتاتاع7؟ ‏ للأتكمي 
15 02 لغعغتاطت5تل 0211012177نا2: 12355 
5لةه 33 ]238011 170]3285 ,12161101 


85 320 1326م ع5 0غ تملنء 01رمع ممعم 
01 عط اقنامقتطا 


1011© 1011101-01 


17 - 1 لافنا 
115 02 لعغتاط نكتل 012217]تطنا 111 12355 


320 


5لةه 332 ]238011 170]3285 ,12161101 
85 320 1326م ع5 0غ 1212م 1لمء ممعم 
ع510 1017 563205 مصتعتده عط طعتامعطا 


ممع 1 


11111111 15“ 

70 02 لع نط نكتل 201221197 355ل طخت 

غ1 2020605 01 كتعته عط 120امته د5ععنهة 

:ا 320 << 01 1121102 2 35 12255-06251177 
ارما م سس - 11م 

م21 : 

5 211 20116 151ل 2اناه1تطنا 

15 10 1131ه62016م61م 


755 ( 31 ]0 ا5آ.آ 


4 ممعم 


لككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


.006 طاعتدء 01 3:25 31م11210م 101 511612 15 1625015 1261013 01 ]22012212 01 غ156][ كتط[ل' 


15 آ 126103 01 2720126116 2501 عط ,35097 1 126113 01 220126215 تتقلدء5 عط ستداطه 10" 


نام عط 0غ 0170125عع3 2 ماع76 غألدنا ج 537 061260 كتعتة 50222 عدمله لعاعء [10م 


0 25 2125]6133 6غ 11560 عكقط 17 320 متاعة تم “القع ع1ج12012 كاملل عط معطلا 
0 يع ور © 535[15 31]65[132ب) ألطنا عط ع5 187011104 ص رعاطة) م3017 عغطا 12 .«ممقغصع خدمى 
3ع تناع م5 بلورآ ورآ طتهاطاه 

11000 11 110116226 01 11261182 1 


تنسر عزم القصور الذاتي شكل وصف 


50110 


0 0 ررك 
0 1 21 0 ! 21 12355 3120 7 130115 01 
ج2011 0 0 
كرة صلدة 
27 110110117 
7 2 
: 0 2 0 2 71 11355 320 7 5تات130 01 
١‏ 2 م6 كمه 46 
0 0 كرة مثقوبة 
501100101 
١‏ 0 ل )ا غة © ,8 ,© 65ة-تصمرء5 01 
0 (2 + 21)02 0 1 
82+ 100 0 0 ا 


5 عم58م لككلتاىا 8410 101/4 ناخالاع .انا 


0 0 اسم ُ 21 
ْ 0 : كه اك 11 0 -1 
و 0 0 
0 0 0 + )مط 
0 (02 + )اط 0 1 
12+ )مط 0 0 
0 0 2001 
0 0 0 010 
2 1 
0 0 0 
0 0 2د 
0 0 11-2 
2 1 
71 0 0 
0 0 1 + 71032 
00 00+12 0 -1 
1 0 0 
0 0 إثاء اوناك 
0 1+ 1 + 1 0 1 
1 1 0 0 


7 


1210111 2112101101: 6 


مه 8 غطوتعط , ” كتائلت1 طخلا 


12355771, 36010 16 3262 


كرة صلدة 
10101 50110 


لطة ,ل لامعل ,رط غطئتعط ,77 طخل 1ه 
37 111355 


متوازي المستطيلات الصلبة 


51611021 100 010110 ٠١-15 


2ع 30116 111 كذكمقطط2 لطتة 1 طأعدع1 01 


قضيب نحيف على طول المحور 
الصادي 


51611021 100 010110 ٠١-15 


غ301 72 22355 لله [ طاعدع| 01 


060011 


قضيب نحيف على طول المحور الصادي 


5011001021 


21 12355 320 7[ غطماعط ,7 كتاتلة1 01 


اسطوانة صلدة 


له10110أآبن لءاأوس ل 1111 


17 05 ,6205 0262 طنتمد عطل6 


,د 1301115 011 1 1301115 
27 22355 320 2 للاقدء1 


6 عمعهم 


لكالا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


6-6 . عزم القصور الذاقي للمساحات ا 1 


يتم تحديد عزم القصور لمساحة بأخذ تكامل العزم الثاني حول محورء على النحو التالي. 


506 
مل | - ,1 
1+1 حهك:: | -,1 
ك4 
حيث ان 


وآ - عزم القصور حول محور ا 
,[ - عزم القصور حول محور ل 
2[ - عزم القصور حول محور 2 
, آل - عزم القصور القطبي 
6 - 7 . العزوم 1211 


تكون العزوم للاشكال التالية كما يلي : 


1. عزم القوة ('7 ) حول محور ( 7 ) تساوي ( ” . 7 - 111 ) 


7 عمع5هم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


2 عزم القوة (,1 ) حول محور ( 7 ) تساوي ( ” . .1 - 81 ) 
3. عزم القوة ( 4 ) حول محور ( 2 ) تساوي ( ” . 4 - 71 ) 
4. عزم القوة (77 ) حول محور ( 7 ) تساوي ( 7/.7 - 71 ) 


ب( بت ,() 2ع82 01 أمع ده اناا كا 


© 33 05 ألع7017 أ5 !]1 1١1‏ ه 


طأا/ا ع3 01 أاع770177 أ5 !11 ١ ١‏ - 
5 لا 10 أععم5ع] 


م - مره بر] - ,© 


طأا/ا ع3 01 أواع نطول أ15؟ ع | »ه 
25 / 10 أععممرو5ع] 


- ره » | - © 


رباع برأ 8:2 آه أدع داه ااا 00معع5 


01 313 01 770177211 70امع58 115 ه 
/ 52113 01 أوع دومحم وع:ق علطا 


2 05 أاع7017 0زامعع5 ع5 | ه 
5 << 10 أعع رذع اللا 


ذل | ح برا 


2 05 أاع570177 0زامعع5 ع5 | »ه 
5 ل 16 أععم5ع] ااانا 


يبل سا و م0 د ح برا 


8 عمعوهم لاككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


ل 1113ع5! 01 أورعدرهة اناا عحامط 


0 (2/ر + اي - رن 0 ال 


الى - 


ع6 ءاه -اءالدندط يأ 5 لارا ع ,ا 
لك “( رك + ال[) ,| - برا 
4 | 07 + م0 “رز | ,20 + م9 “(ثرر),] - 


0+0 + يب] - 


9 عمعهم كاتا لم8 101/4 راخالاع .نا 


1 - 8 . امكلة متنوعة 


مثال (1): اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المثلثة حول محور 14 للشكل ادناه » اذا علمت ان 


(111111 10 - 12 , 111111 5 - ط7 ) ؟ 


<2 


الحل: لهم 
دعونا نعتبر سمك العنصر التفاضلي «) على مسافة ا من 


بتطبيق قانون عزم القصور 


00 
3 4 


1057 ”مم 


“وروم 141667 - 


0 عمعوم لأككلتاىا لم8 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال (2): اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة حول محور ا للشكل ادناه » اذا علمت أن 


( 111111 15 -1آ , 111111 10- 8 ) ؟ 


جه (مر - 87 ) ح عق نر ح اإركلن 


ع [ تدج - م |- يه ج 


رك سا 3 عار 


215-107 5م27 


2م 2000 - 1 
15 15 


1 عمعوم لككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (3): اوجد مركز ثقل ١(‏ 2 ) وعزم القصور الذاتي للشكل المركب ادناه حول محور ا ٠‏ يمر من خلال 


مركز الثقل ( 17)؟ 


لبد 6 حدبب. 
الحل: 


الاحداثيات +« لمركز الثقل ( + ) يمكن ايجادها كالاتي . 


| *سنمكق عاعسداءء1 
42-8 
2-6 8 
4 ح ؤرة 


كص 34.66 - (2)2 »4 + كد در تذ عاعطداءء :هآ 


:1 2516 2اعع:1 :101 


51111111211010 : 


2 عمعهم لككلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (4): اوجد مركز ثقل ( + ) وعزم القصور الذاتي للشكل المركب ادناه حول محور “هر ؟ 


50111111 
المقطع 


1 


3 معهوم 


(-771111 )لم 


3200- 9010 


6400 - 400 0 


6400 - 400 0 


120 


00 


060 


0000إ0)0 


27 


2 000 


كلكا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


7ه 224-1088000 2 :5 :44-1600077 رج 


00 كمكدرج د 
مم 68 - 2-7 - 
000 كرج 


3 4 
“لطر 170666666 - نط 1 :(0) عاوسماء26] 


3 
“سور 779946666 - 482 عروه بلمو 5090 _ 


008 


3 
-- 40-602 + 160+ ااا - ,1 :(2) ءالو صماءعع26 


3 
“رورم 14574933.33 - 40125 » 160+ اه 


0 


3 
4 38993333.33 - 40-602 + 160+ اا - ,1 :3) ءالو سماعع2 


3 
14574933.3311111 - 40125 » كد ين 


“سجر 109 49.49 - 23893333.33 << 2 + 1706666.66 - 1 
كردم ”10 » 36.94 - 2»14574933.33 + 7799466.66 - ,1 


4 عمع3م كاتا ع اام 01/4 1 راث الااع .انا 


مثال (5): اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري ال ؟ 


الحل 


الجازة سبيه وزق سم 


ا 11 1 :3 7 2 ل : 11 . 1 2._. 
راي ر44 + 1 - [ :)1 0 0 د 1 كس .1 (تس) ل أسعصوءك 

7١0.5 29236 54.0‏ 135 ل 18 
15ؤظ1 3142 0ش 6 4.5 9 
2 
4 


3.0ؤ22 128 3.0 24 


1-63 1ك الل 06 12566 17566 


كذ 364.83 -1 سذ71-1192.37 .كسم 


5 معهم لأكثتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (6) : للشكل التالى اوجد مركز ثقل المساحة ثم اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة الكلية ؟ 


6 عمع38م 


71 - 207717713 ع ور 21 6 40111111 ح لخر 


2-0171 100777712 - 
و + رك - را 
4100011171 - 
كم 2 كم 0 
لصت لك 1 سكسس كك 0< 
8" أ 
وك ١‏ وز - و0 بك ٠‏ ,مز ع ,0 
١160017‏ 701 ع 2400712 ١‏ 307 - 
“بوم “21.1210 “وروم 7.,20١10“‏ 2 
0,2 5 0 - ,0 
“وروم “1.8410 2< 
ل 55 8 
47 
*بوروم 1.84.١107‏ 0 
10001717712 
1171 


لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


ال ل و لحر 


5 0 1 7 44 


واج - 1 
(6,.8-0)7-17+ - 


“ه46 - رررور 30) ٠‏ “بروج 2400 + “(برروج60) ٠‏ 100 3 


“ررم 1.33:105 2 


-90--00 +8 ١/2 - و[‎ -17 


+7771 6ك - جروج 70) ٠‏ “1600777 + “ج20 ) ٠‏ 11 - 


“ررم 9750107 - 


3 2 و 6 1 
“روم ١106‏ 2.3 2 
“سدم / وو ة-10١1.0) ١‏ “وس 2.3١10‏ ع 
04 - 


7 ممم لكخلتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (7): اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري ال ؟ 


7 


دلت 5 


دك 1 


جد جب حجج27 س2 


دك 5 


711010ع» 360101 57113 01 5ألاع10111/] ٠‏ 


“,44 - ,1 - ,1 
*(15()2.5)-145- 
0 © ذررن 51.25 - 
07 
سك 1 5 1 5 
[ (5“1(0) + 20600 - 1 
0 [5»1()2(2) + *(5()1) ]+ 
١ 4-١ 4‏ [آ 5 
كد ون دنه رن 51.25 - 
(0.5(0*5)+[2]6.5()5*1 _ج 
(305«1 
عدت 000 7 +[ *(5*1()2) + )2 - ,1< ,1 
05 ]3010 17113 01 5أززع10111/] ٠‏ ده *ربن 51.25 - 
01 : 1 
'(5(0)-12 (51()3.5) + *(1()5) 1-2 5 1 2 
4593 ثررىن 145 - ب« 1.848 - 0 ا 


8 عمعوم 


لأككتاىا لم8 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (8): اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري 27 ؟' 


229 1 


1 19 
أ بتع ' 


358 


ال 


172 


19 1 


229 1 


٠ 1/0111 01 3‏ 
فوس فضا 28 3 م 28 3 1 


عفن(“ آ4 + رآ) + يور (*44 + ,]) - 


(435100885-703)+ ا(وزودة) | 


قط 172 | “(7230()70.3)+ 160.2»106]+ 
40 .: “رم “256.810 - 
7 ع 17360 1ه عمقطاه ععصدا-ءع710 112 
3 م21 10 عستتيعاع] نزم 20ناه1 
“«” 160.2 ,1 تتسصس 4-7230 6/10 01 8301105 ٠‏ 


تح كر 257106 دي[ 


تسد 4351 > (229()19) - موربك 
- 6 
4 -ح تآ 260 دم 
- (4351+7230) 4 * 
(0()7230) + (188.5()4351) - (4351+7230)آ7 


1 70.8 1-2 كت جر 149 - ,1 


9 عمعوم لككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


مثال (9): اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري 27 : 


١ 4 


11212063105 


7 - (2)100 - رق 


)0( رع( )25 


المثلث ' 
1. عا3 1 
“1313 4500 - امف اف 00 5 #1 
7 ”7 
003 تررم - 
تحر 106 داه ساك 71 
36 36 


نصحم 10 »ا 22.52 ع 4500()66.7(2) + (106 »« 2.50) - 4372 +ع ع م1 
1009003 5مس 


*صسحم 106 »ا 18.23 ع 4500()60(2) + (106 »« 2.025) - 432 + ,1 ح ,1 


0 مع3هم ل ككلتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


عاء6راء زلرع5ك 


2.نصف دائرة 8 8 
5 “45(4) :7 +1 ]1 


صم 105 >< 0.450 ع 0.1098)45(4 ع 0.109874 ع ,1 

“صم 109 »ا 45.57 ع 3181()119.1(2) + (1095 »*« 0.450) ع 472 +ع[ عن[ 
45(4)م ‏ كيج ل 
حب سستسست. سم 2 


8 8 
صم 106 »ا 8.05 ع “(3181()45) + 107 » 1.61) ع 412 + ,1 ع ,1 


تتصحم 106 *< 1.61 2 


3.الدائرة 
عاع ا 


لصم 1257 ع 20(2)ج ع تمع ع م 
20(4)ج _ 74ج 


مككور - 00" 


4 
“صم 105 2< 12.70 ع 1257()100(2) + (106 >< 0.1257) ع 4372م +ع[ ع[ 


)م يرج ل 
ا حت رآ 


“لصحم 106 2< 0.1257 2 


نصحم 106 2< 0.1257 2 


-2 


“صمحم 106 »ا 2.67 ع 1257()45(2) + 106 »ا 0.1257) ع 422 + ,1 ع رآ 


متمد 6424 ع 1257 - 3181 + 4500 - 584 ع 4م 
صم 106 »ا 55.39 ع 106 >< (12.70 - 45.57 + 22.52) ح ,31 ع ,1 
“سم 106 »< 23.61 ع 106 2< (2.67 - 8.05 + 18.23) ح 817 ع رآ 


الجواب 
6 2< 55.39 1 
ورم 92.9 ل لى ع در 
60404 
106 061 1 
7700 الل الستدخطاستستط جح لخال ح را 
0404 1 


ماحم |>ي| 


حل 


1 ممعم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


مثال (10): اوجد عزم القصور الذاتي ,1 للمساحة المظللة للشكل المركب التالي ؟ 


3 05 5ألاع 770177 150مع58 عط 0واط 


35010 113 01 أداع7017 0131م 3150 
علا - يلا وعلاج 


الحل : 
4 
8ن 2وتوي + 22 - 402 + |- ب 
4 4 
5218 
2 2.1 00 
2 - تهمهع + 7 - ,40 + ررا - را 
54 _ دز 
2 علاملاآ ام 00 


لأككلتاىا 8410 101/4 راخالاع .انا 


2 ع38م 


سؤال (1): باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محور هر؟ 


الحورب: 2131285 


سؤال (2): باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للقطاع الدائري للشكل المركب ادناه 


حول محور 0 ؟ الجواب ٠‏ 840:/2/ 


لهك 


06003 5 


4 


سؤال (3: باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري و2 


لاحن 


الجواب : ثم« 1/20 ع جل ,ثم 1/28 ع ,]1 


3 مع5م لأككلتاىا لم8 101/4 ناخ الاع .انا 


١ 4 


ملم 


سؤال (4): باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محور و ؟ 


الجواب: 10 03] “م 9 


نم 
زر" 


سؤال (5): اوجد عزم القصور الذاتي ,1, م1 للمساحة المظللة للشكل المركب التالي ؟ 


الجواب . “مم 105 2< 18.42 جح برق ,تضم 105 ع 48.7 ح بم 


حسحم 0ك لتحم 40 


4 عمعهم لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


سؤال (6): اوجد عزم القصور الذاتي ,1 للمساحة المظللة للشكل المركب التالي ؟ 
الجواب ٠:‏ “تدم 6230 


وبحجد 
حيا لها  )111111(‏ 111 011111161111011 أل4ى 


سؤال (7): اوجد عزم القصور الذاتي ,1 للمساحة المظللة للشكل المركب التالي ؟ 


الجواب ٠‏ “2283 106 »ا 61.4- 


هنإل 
)4 

-- 

جه 101112151085 
11 1 


3 


لهجيمم»6 ما 3# ا 


سؤال (8): اوجد عزم القصور الذاتي ,1 للمساحة المظللة للشكل المركب التالي ؟ 


| |] 


الجواب ٠.‏ “3ق 106 2< 1.131- 


121113213510115 112 


3 


05 ع38م لككتاىا 840 101/4 ناخ الاع .انا 


كك 005 01 


© 3205م:© 3520 5ع0366م17 (10[1111) 25متاعصتاط لدع 26 تغط 381 05 تإتهقطنا لماتعانا 21151 [1] 

,ر1*011011135 18115 025 ع طنط ل[دع260لرطعط 18/12 01 23200012 5 تتاعع51 320 0117 ةلك عزومهل 

20 513203105 01 عأتكتاكمآ لقصممقدل8 عط سمط .126165 لمعنه سمسعطندكلة لة ,كطامةمى 
202 عع1612762 1137 ذا تتقطكلء8 -- 2010 04331.3157 :7725102 غسترط.توع10مصطاءء 1" 


65 21136223131 320 ,كطم013 ,كة1تتطتدهط غ1 كدمتعصتاط لدع260 ممع طنة/8 01 عاهمهط20ة1]1 [2] 
10 01531260 ع3 135165 .513203105 01 تتقعتتتاظ .5.ل1] عط مطامط دعاطة 01 غه5 11256 مطاستتك 
.0ع ع مدع اطاط علتااعصة ممه كتعأمقطك لدع 1م10 


7 : 5156013 تتعطنآ عذكوظ 22.ط1 .1 «2مكلءطم180 لد .5 .1 طكراظ [3] 
. 1998 138ء17 


عصلط ‏ 2723طععلم عتدع10ا عتكع5 عجنلا ,.2 عل نلاعمكطءك ‏ لمته .ىم كللإكصزكدطاعل]آ [4] 
. 1998 طاعكاناء10 .8 762138 : 8 لتتتطتخصلط عترع تامع مع تاممامه 


رتكا نافزدك 0025قع امم طلتتمد ل7إاع0زمع) «27علمك/1 رك 21855عل [5ا 
. 1994 5ق3اء17 


و5 ,130165 ,1011211135 528512661128 320 عتامع ك5 ,2ع260ممعطتة8/1 01 عاههط20د]1 [6] 
. 1961 555026002 2605ع1الط لله طعتوء1]65 : كمتامآكصة11' رقامة2 


1157 طقلك علتطج87 .1.11 320 طأعغط02305 .1.5 .5م7001 320 ,د5ة23ء5 ,كله2ع8ع 121 01 عاطة []' [7] 
(أصت2ط) .2007 رووع:2 علمرمعلمعى تعلع15ط .لمتتلء 7 .17مختلء تععستلل؟ث اعتصةد[ا :تله 
116١‏ 01 دعاطة] 01 56 201017 
0116 ععمرع 16122 13159ط1ءآ أتتقاكلء 8 -- 2007 024555.06613 


(2112) .2002 رووع27 110ب .60102 غ315 .136تامتدهظ 320 126165" 1هع 2 تطعط 112 203:0ه اد كان [86] 


4 ,52112561 .002ئله 45 .لله .أع] ... ملع تطاكمصمرظ .1.1!1 .5ع60دممعطغدكل/ة 1ه عاههطلمدطآ [9] 
324 ,1011211135 ,1055قع0 12168235 غهط د5ع1أمم] ل[دع0ه ممع طاهمم 1ه ععدرع7ا0 لامعل -10 غسترط) 
أتتقطكاءط -- 2004 0440.56813) .1202 امع زطناك طخ كتاعأم قا غعء [طناد 10 طذ لعى درك .130165 

الزماففك اله عف وت ث كف وات 10 كا 


,55 222062012 .601602 310 .2111112521 0202161[ .0025تتاوظ امتاوعرء011آ 1ه عامههطلصدطآ [10] 

لمتادعمع011 17ع136ل:10ممة 320 عصتكاه5" 107 3005اع 01 «5مق6تا تمده نسصتص) .1998 

كك لمتتمعمء ]011 01 11 5351 65 .'' 601131055 
2 1612762 131597ط ا اتتقطالعك 8 -- 1998 06371.7868 


55 (2212) 1992 ,16د 320 10265 .251 ك2 اعتصةدنآ .مم نتدمعع12 01 عامهط20م دآ [11] 
0 3221071113617 320 3102 1الدتاء'" :101 22615005 امم مط أدمم عغطا 
01162 عع 161222 113137[ تتهطاعل 8 -- 1992 


06 عمع3م لأكثلتاىا 840 101/4 راخالاع .انا 


عتممعل0دع م «عت7اع15اط .161227 سقلك .كل23ع8ع12 320 5ش3لتتصكرده2 لمع21 تمع طة3/1 1ه عاههطلصدطآ 
011 عع2ع2ع161 131377ط1ءآ أتقككاعظ -- 2008 138. 0447 (غسترط) 2008 رووعرط 


0 لتلط]ط! ,1]30005ام مدهب :38/63 .(1986) صدما سح" .1 165تقطن) لله .8 عدع0 ,طتتامى 
.(0-8018-5413-2 15811 رووع17 10015721517 كمكامم2ط عططمل) 


7 7أ5016) 150115235ك لن6 نالا 01 52011157 320 7زعتتتععم .(1996) .ل 135مطء ذلا ممتمطعتط 
.(0-89871-355-2 15811 ,2136223125 لع ناممك له 15121 لسآ1 


21120013507 .(.0© 602نله 220) 7515لد نمك 72211231تالا 0غ ممع 1المم] .(1974) .2 .1 رلسططتطع 18110 
.0-07-028761-9 15211 .1111 


0 .13002تام جه عتأتمعء5 لمة ذذوولدسصكى لقن تاعمتنلظ .(2004) .ل ]عل ,7عل0دء1 
.0-201-73499-0 الل8 15 .تزعاوء1817 


.(21655 13162002ن)) 2مع21701 ماله كطع1815 عتوطعع لخ ع1 .(1965) ...ل ,دمكصكل117 


112 .ع2:0) 71 21206551285 .1210 12 '",6©152501-30223195[35 01 7زع7تناد لل"" .(1972) .117 ,تقطفك[ 
,5 1اطناط 011320 -طترمل1 ,1214-39 .مم ,2 .701 ,(خهطة_زاطنازيآً 12 71 و55ع002825) 
310212 ع173ناعع3 01 ع01]326ممطا عط 01 دع 1م صصمعء).' مسملرع ]كسم 


2ل 320 601915 112201137 :12 .3865م 20 ,"32315515 11621ع تالكآ" .(2006) .11 103:0[ ,معطاء]ع: []' 
.5 1[1215761517 21126]01 ,1136612023125 01 31102م012ب ماع22 ,(15مغتلع) جعع11017-01 8 


: 0 علةاطء8لىل 015 032262315طتط ,.8 تطقاآلا لت .8 عتتطط 
. 1985 5تدارء1 


لدعزوتوط2 م1 لع ناممكى 120177 «510112ع253751 12 53201226165 ,.) علط له .117 715كلناآ 
. 1996 767138 521128561 :5مدء701ط 
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0 لكشتت ارا( د 1011 


55125 1211011:31ع1 
0 أقتانه هاه سقط 5و 16‏ > 0 لأقنانه تراأء كم ستاءماممة ‏ بع 0 أهتانه ‏ ع 
50 أقتتلء ناه طقطة نع أموعرع ‏ < صقط ووع 1‏ > أحنتوه :جااأدء1تدعل1 ع2 
حم تدعنع نل ,5غ امتتوعسن عد صقط نع أمعرع < دمأأكتص قعل 9ط 5غ [أمسوه 2< 
60 8 تعد مجروعء :تمه لك صقط عاء تدقع تاعنس << صقطة دوع1 اعتمم > 
دم اماع" معلنده ا[مزتيوم < ماع عله 151دوم مه 
اع طخ طام الى عاعع 0 
وعم )20 دملزوم 8‏ عط دكاءط1 6ك دصح نل أ 2 حطملذفض هك 
ناخ عير كال قلطصمرا 12/ قمصرة 1‏ م كل 106 1 وغعط" 7 6 © ما 1217 
مسوزة ‏ 5326 مطظ مر ذط 17م صمنعندس 0‏ 006 2 54 داح عدار 
دع2() 1/44 زو ل 2 قط « كر قطاط ‏ © دملزوم 1 2 15 7ل 
215 2) 
كصوأقصمء تعادظط 2 0.522...2 -0) (غتتأقدم ) أمستامططة أسدأفصمء تأقجام» 
مم1 [تنتتاكمه عط أه عمقط .88 دع عاععتك عطة كه عواء ستعم عط أه مأفمر .9 -<-عم 
لاء أعسسمتل عط 
5«اطاعع1 ثر 
10 ]هه ج110 8 بك 
ك4 دم ةنأل مجرمطم عطنا ذه دمتاج معدم كى كد 
(11لكى لدع م1 بدمتاع صن زحامه ] ,ب ىلر 
018 ادع اعم[ بصم تأعصياز تل لاب /ا كم 
57 1111811 ك4 "11 ب دمتاقك 1ادرس 8 ج ك4 
2 *11 :0111 زآلالى 11 لك ,عمدع لمتشوه 8 جه ك4 
قت تاصتتتد لتتتأهط كه امو الآ مامه را يا 
وتعععاصآ عط زه امو 2 2ه اأتتعسيع] صصص عده كى أمدى عط له عصستومك ” 
فلء تاصتتحط لقحمت احص عطنا زه امد 2« أع5 531تاع تتتصتدت ما أعم ودعت طاتتم 4ك 
فته جاتتتت لمعم قطنا له امو فنا 2 كه أعقطايك نع درم تزه ملك 8 حك 
ع3 تلط امع محل لومم عطنا لله أمو +1 2 كه أعوطامو د عاك 8 كلك 
عم جره اماعع2؟ صوعل تاعبط لق صمة معستل جر 1 قأعه متنا زه عه برعرع1]] لل 8 اك 
2615 عدع اصرسصم عغطنا زه امو 2« ع6 عع 111ل ع تداع سرود زثلافاة 
أعنال مجر دمتتهاعم 5 126 عنصل متاح سم عع امم 0 8 ياك 
ك4 كه اأسفصعاء صن أمد 15 عد ك4 # م ك4 كه اأمفسيعاء صة 15 عد لك ع 
نأع5 مترعم ر اعد توأ درس 0 ك4 اعد عط غه معط سب امستلسدء ك اسدء 
بك مامد تزه متلق عوعرم مز بك #:[] قأعه مكنا ذه تمتك عوترم ام 1 8 حك 
بك مأع5 72 ذه متنا فلك ولا 5 مكنا ذه تامتصتا نالك 
عت اأتعسرعاء صصح مأمكدة عرعط] 3 :ت فأضعصيعاء اله عدم1 كنا 
عطا طتتى > للد كله أعدى ,[(2ام :+ ل سمط 22 للد ذه أعقطيده ‏ [(نام : لا ء + 
(عام ممم 1()سام] عماس تراس رمعم معطا كه 
5 تإنامدع كه تجا مجاه ترص 1 - لا عمق ررد عطنا سرمحة 1 عصادردية در 7ع ك1 
متام اعد عم تعلق تكتنوة ونم (١‏ عمودة عط ماص1 
حسم اأقء 11جر اند ذفقك عددل جوع 2 حدم تل 0ت ذعقك عتلزوعم © 
نأك ندل معدم عدععك مدمصركل 8 هه 27 عمعدره كه مناه مترسدص عل لقدمعمطاتده ‏ و8 © 71[ ع 1] 
ده ترصتاع الالقن 
عتخمتاة لعل ستدمطا  118(‏ 381 ) 31 امه تتأ ترسرء_دمد عطا كه لمصتصطا متعدرديتد أقدع1 :للتتتطدء ستاو 11 ند 
تتتماءطا لعل ستدمنا  118(‏ 381 ) 1ق أعه نز ترسرع ددمم عطا ذه ل نمطا تتعحره1 أمعام متك :111 تتتكص1 1 ص1 
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(8 > > ه86 عا ,1.6 بلقتاتعاصا صسعوه ‏ إآرهء[,رزطبه) 
8 > > م نلا ع ا ,16 بأقع1 صصص صعرره لمتنعقاصة إن به [ رط به) 
(ط > مع عه اللا ع م ,.ع.1 بخطعت ستصحت صعره لمختعتصة 2 إن بم] ,زطبه] 


0 > مصعة ,1ع ع (23 ) تمه رمه ره عابم عطأ كه عه 4 مواد 
0 361آ تناح عط آذه عسلمئ؟ عأن امقطة || 
طا-د: عط ماه ,جه معكحمم عط مغ 4 4 


ه كه أممر مسق ناوه 534 

ه آله أمم ام 2 4ل 

5 > 32 وعما ب.ع.ء ,رن عفقطا قطنا مناه نع تابد عطا كه سسطأشضتمعه1 مهرعم1 
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ذه تمك كلل ه نأمط 15 4ه راك 
2 تقط عاطزة 1تتتل 15 ع -ظ ,1.6 ,22 متتل مدآ ما لعتصعصم 15 4 (8):2 كت ه ,د لمسرط د 4 
١ , 6‏ . . ,و6 برت لآأه تامكأتكلل تامسصصدص أوعاج عع زمية , ...بيهت وره).ا .ع 
مه , . . .بوه بيه آأه عأجرةالتتتم تمصسصصدص أممع1 (م4 , . . .بوة بره )تدع .1 
تاعنذه 21 , أتدعق تلأعمه 1ه تستمصتط 86 
0 
أهطاصتي عتيل مرععم.] 6 
1 -!1 ع 0 :بللهقعمه ,720 ع 5.6 1١2١ 3١:4 ١‏ ع 6 ب.ع.ء ,لاقتدماعمة] -...-1-1-3-83» 
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زيه 5 لمع سعاء طلخت ىك دترم صر (نيه)ا دم 
عمتداة صم مده برقسة ] ىم 
312 11 111356156 ادير 
4 متام د عقيو عطا آذه أمةصتصصماعل 7 به أعل 
عنتأت در اتسنا (ية) - ظآ 
]113 منامع 
[ - 601 1 ع ررة لصة رغد 1 5ك 0 ع ررق :أم اصح مرععك مكل 4 
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ذه مد ااه || 

17 صذ واماععى ك 5 3 
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ة #ماعع عط آله (وأصعمه حرصم ) معاأحصتل تممه 6 ون 6 بن 6 

ة «ماعع؟ قطنا كه اأعدع]1 ,عسلم؟ مانام طق |5 | 

تتقلقعة ة ندا مدماءعتك د كأه ملام تادز لسر لق 

تأت ندل معام أمل بأعتدل صدم ستمامعو (ط8) بطق 00003 

أعنال متدجر ققمتت بأعنال متم تدماع من [زطة] بط << 8 

(أعندل متدجر تتمامعة عابتا ) أعبدل مم لعستمم باع مل مم تقلع جتروعاء تمد مر © <*“ا ط) 3 ع عطق 
تامنء عا متامج 0 0 

امع رع ] بن 

ظ مععلء كه أعه قطنا لصح “1 قمعم تتترعند زه اعد عطا كته ارمع (8 آ1) - 0 


0062177 
ةدر || (تقاتصتلدع ججعم) لمسمعمطته ل 
-متدم “1 نلك مم نأقلم ثا ,.ى.ء ,ننه اتسذة دم اعالدعدم لضة لقتوةء د 
مه 1_1 
80ل عذة ,.عه بفايصة 4 عاص تا ذخ 
حة ذلعة 1 ل 8 لاص ك مععساعط ععة عط لك ب.عء بتمعصععة ععد 5 
معتوع ل 8 
11.57 '14 325 ب.عء بعتنة تتملبمضق لصة عاعصة كه عمستامدع تدا قح أ عألتصتصر . 
61 مه 9 
اصح ك سمعمصاعطا اتعسعمة عصنا قطنا 1 
هت 
2 ماك صتمحظ تيقعر قط ,2 ماك صتححظ اأسعصسومه عصنا لمعتل عطنا 28 
112115 لا عدع 1م حدده ن) 
تناناععلة نع نأنا تدده 1 اننا أكلة سلعة 21ر1 1 (1- ع 12) أنسنا ننه متعمس (قعسصتتاء صسمة) 1 
2 لا تاستتتط عطنا آذه نأعنة جر أكنة سلئة 11:1 (2) 11 ع ناء اصستتد عطا كه تدم لقع (2) مآ 
ناه تاطتتتط قطان كه اع سسناججية 2 38:5 ج كه عنتلمن؟ مأب امقطق |2 ]| 
-33نتد1 عدم[ مواد هه ( 31 تاناخ د ) صا أتسدعه1 2 تاهآ 2+3 ع تج عع رت أه عله كنا لصم عدع اترصدمه +2 رده 2 
ت اعطا [3 -2 ح-ج2 
5 011طناعم :1237 , 110125 نط مااع ددره ترمع 1-1" 
عصوس مه 05 علو لقان 
أتعيسصة امه أمه أصععصة ] تة] 
أصقء عو مه ع مومه أترقعء مو عمو 
(115:6156 عسوم ) عصسلومص عتتح زه عتلقئ؟ لدجرك سجر للفففك (115:6156 عطلة ) فطل عتنج كه عبللةئ لق برقصتدم ‏ صلوعسج 
حا أسفئسة أصه ) أتفعصد أده عسح ذه عتالقئ لحجيك تعر أصمعتة (عوتعتتتطا أفئسة ] ) أتافعصة ] عند آذه عبالقئ؟ له رقصترم ‏ تتقاءصح 
داكن 
حتن1 تأستمععوصه ) أتتدععومه عت كه عتللمئ؟ لذجية صاصم عمدممعصيج (عوتاعتختا أسمععة) أسمععة عتية له عبللقئ له قصتدم ‏ عموعصج 
انان 
عصلقم عه نانيع ترجا حلقمه عصه ء 1أه داتع ترتجا لصلة 
أمعصة أده عنام نازع برجط امه أتتعفصة ا ء 1أه داتره ترتجا طصة] 
أصدع عوهه عزناه داترء برجا حك عو مه أصسدع عه ء 1ه داترء تروط طعمو 
عضوم ع تاه داتزء بوتتطاحععصة حل متلق عصلوء تامناءيء وجطلععتتة ‏ تلصكسث 
أتتعفصة أده ع ناه ناتزع بوتجطاحع ميق نامتك تأصععصة أ ء اامطاعيء ووتيطلععقة ‏ لصخ استث 
أصوع عو ده ع تام تاترء وتتطاحةعصة ‏ طععه مصصق أصدع عو ع اامطاعع ووتيطلع عضة ‏ تلع فوصق 


3 معمعوم 


لأككتاىا 840 101/4 ناخالاع .انا 


عنتا أت تتتمعل لقاتتتة ترط ا ,. . . بلسمععو , أوعظ عطنا كه ددم 1امصتسصعاعل 


بت هنا أعع رردعط طتتر أوصق عتخلاق حاسعل 1ق 1أصة مر ل تمععه عط له حرم 1اقص تسحعاعل 
ما عع روعت لالد صعطن 


(ا,نتار تامتأعسيظ غه عحتاج تسعل لمتاسهم . . . بل صمععة رأسضرق 


"ل ع 122 ,"نع رولا .عه ,امتدعع ره امتأصعمع تل 
(وثما عب للموعع) 5610 متمادعد د كأه أسعتلدمع 
(07ا ع ث# تتثل ) 0 اعق عدمناءعتتج م عه عجره لل 


5 


( 7 عاث/ا ع ثز أم) ل1اعق تدماععتت هزه اتتنت عده تتمتاة أصر 


قطنا لعللدء مقلة) قعاأقصتل ممه سمكعاعية) ص1 معط ,مام مره قاتاقص 
-اتصسة1] عط الت لمعه قحم عط من نأمط ,عم اق سعدره لم 1خصع ع1 1ل ضح تددم[ تسدل1] 
(15ة حك 1116 تلتنانأتة نتن صا تام نأق تعبره دما 


“اهقتاع جره عمة 1 نرق ]1 


ت آه متكا تتترعل ,.ع.1 ,عتحلاة حتعل لقصملك عستل 


ب 0ق2ع 3١‏ ع- َم 


25 م دمتء عمتل عط مكصز يب ل اعق ستمامعة 


8 لصح ه وغتسسنا عط معءساعط كر متاعصيظ عط كه لمعوعء نص عأتصظعل 


طتتج ) عتحكبنه عمهررة عط ما أعع روعت طختم لصتا أفعظ عطا كه لدععوعاصا عصنا 
ع طاأعدع اعضة 


5 تماععت تتمسمامره تتعتده لمتوعاصآ عاطدمل 


ب(ط8152) عمد ) 5 عمق كتياه لقنا كج تتعتذه ل كا أوسظ عطنا غه اقمع ص1 عم 1مك 
(482.,_ 


”] عتسامت عط تمده لقعوعء ادا عتسسامد عده لدسئعاصة عاجرما 


تزلقصة تاماء عت صا عمقكتنيه لعودمك خ ترعده فلقترعع از ع1130ند 


إعتسعستاعدة , لتحم تجاتتة اسه بلعمتستجم صر عط ما ماك تاملودم جوده 


اعد تسد تزاتته لتسلة بلقسهدم صر قا ك بمتودع جوده 
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